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Logik
Fragebogen 15 vom 7.1.

1. Wie kann man Relationsvariablen X in SO-Formeln verwenden? Man kann . ..
O mit ihnen Terme bilden — z. B. f(X)
O mit ihnen Atome bilden — z. B. X (f(x))
O iiber sie quantifizieren — z. B. 3X. X (f(x))
Od

mit drei davon unterschreiben — z. B. XXX

2. Wie wird eine Relationsvariable interpretiert?
(O als ein Element des Universums
(O als eine Menge von Elementen
(O als eine Relation iiber dem Universum

(O egal — in SO ist alles erlaubt

3. Welche Eigenschaften sind in SO ausdriickbar?
o Erreichbarkeit

4. Was bedeutet ,,monadisch“ in ,MSO*“?

Welche der Formeln in den Beispielen auf den Folien (siehe Riickseite) sind in MSO?

5. Sei 2 eine Struktur mit Universum A und |A| = n, § eine Zuweisung in 2 sowie ¢ eine
MSO-Formel mit |p| = k. Betrachte den Rekursionsbaum des Aufrufs ausw(, 3, ).
Wie grofs ist dessen . ..

a) ... Tiefe? b) ... Verzweigungsgrad? c) ... Knotenzahl?
O 0O(n) O O(n) (FO) O O(nk)
O O(k) (FO) O O(k) O O(n*) (FO)
O 0(2") O 02" O O(k")
O O(") O 0(2") O 0™

Zur Erinnerung ist die Antwort fiir den FO-Fall markiert.

Bitte wenden.



Beispiele

Erreichbarkeit:
o(z,y) =vX ( (X (2) AV2V2 (X (2) AE(2,7) = X()))

- X(g) ) w~Jede Knotenmenge, die = enthalt

und unter Nachfolgern abgeschlossen ist,

enthalt auch y." —

EVEN = {2 | |A| geradzahlig }

Func(R) = VaVy¥y' ( R(z,y) A R(z,y') »y=1y")
Func™ (R) = VaVyvy' ( R(y,z) ARy, 2) >y =y )

¢ =3R(VaIy R(z,y) vV Ry, z)
AV (Fy R(z,y) — -Jy R(y,x) )

AFunc(R) A Func™ (R .
unc(R) A Func™(R) ) ,A kann ohne Uberlappungen

mit R € VAR? tiberdeckt werden.“
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Zur Erinnerung: der Algorithmus fir FO

Function ausw (2, 3, ¢):
input : endl. Interpretation (2, 3), FO-Formel ¢

output: Wahrheitswert: 1 fir 2, 8 = ¢, 0flr 2, 8~ ¢

switch ¢ do
case p = (t =t'): if 8(t) = (') then return 1 else return 0
case o = P(t1,...,t5):

| if (B(t1),...,B(tx)) € P* then return 1 else return 0
case p = —. return 1 — ausw(2, 3,v)
case ¢ = ) AU: return min{ausw (2, 8, ¢), ausw(A, 3,9)}
case ¢ = ¢ vV U: return max{ausw(2, §,v), ausw(2, 5,9)}
case ¢ = Jz1):

rufe ausw (2, Sz /a], ) firallea € A

L if ein Ruf erfolgreich then return 1 else return 0

case ¢ = Vzi):

rufe ausw (2, f[z/a], ) firallea € A
if alle Rufe erfolgreich then return 1 else return 0
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Platzkomplexitat von Auswertung

Der Algorithmus benétigt

1. polynomiell viel Platz, wenn die Eingabe eine MSO-Formel ist

2. exponentiell viel Platz im Allgemeinen

Das Auswertungsproblem ist damit fir MSO PSpace-vollstéandig,
genauso wie fir FO.

Warum beruht SQL dann auf FO und nicht auf der deutlich
ausdrucksstarkeren MSO?

Zur Antwort betrachten wir die Zeitkomplexitét des Auswertungsproblems.

@ Universitat Bremen

Beispiele

Unendliche Strukturen:

Poo = 3R< Jz3y R(z,y) A
VaVy (R(z,y) = 3z R(y,2) ) A
Vo -R(x,z) A
VaVyVz ((R(z7 y) A R(y, z)) — R(z, z) ))

,Man kann eine Teilmenge des Universums in einer irreflexiven,
transitiven Ordnung ohne gréBtes Element anordnen.”

Endliche Strukturen:
TPoo

Auch Abzahlbarkeit und Uberabzahlbarkeit sind definierbar.

Léwenheim-Skolem gilt also nicht (weder aufwarts noch abwérts).
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Erweiterung des Algorithmus auf SO

Félle fir die SO-Teilformein:

case o = X(t1,...,t;):do
L if (B(t1),...,B8(te)) € B(X) then return 1 else return 0

case o = 31X ¢, wobei X eine (-stellige Relationsvariable: do
rufe ausw (A, 3[X/B],) fur alle B C A*
if ein Ruf erfolgreich then return 1 else return 0
case o = VX ¢, wobei X eine (-stellige Relationsvariable: do
rufe ausw (A, 3[X/B],) fir alle B C A*
if alle Rufe erfolgreich then return 1 else return 0
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Zeitkomplexitat von Auswertung

Lemma 4.6
Bei Eingabe einer Struktur 21 der GréBe n und einer Formel ¢ der
GréBe k bendtigt der Algorithmus

1. Zeit O(n*), wenn ¢ eine FO-Formel ist
2. Zeit 2°"¥) | wenn ¢ eine MSO-Formel ist

3. Zeit 2°™") im Allgemeinen.

T4.3

Diese Komplexitaten kann man (wahrscheinlich) nicht wesentlich verbessern.
Beachte: in Anwendungen ist ...
e n meist sehr gro3 (Datenbank, zu verifizierendes System, ...)

o k meist eher klein (Datenbankanfrage, zu verifizierende Eigenschatft, .. .)

Diese Beobachtungen fihren zur Idee der Datenkomplexitét.
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