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Teil 1.

Aussagenlogik



T1.1 Modellierung des Zeitplanungsproblems

Wir verwenden die Variablen

2% mit o€ {M,S,K}, ie {11}, je{ab}

]

Die Variable z7; reprisentiert die Aussage
,Lehrerin o unterrichtet in Stunde ¢ die Klasse j.

Wir modellieren das Problem wie folgt:
e Jede Stunde wird von einer passenden Lehrerin unterrichtet:

M, K S\, K
p1 = /\ (z35 Vaiz) A /\ (z3; V 35)
ij € {1a,llla,llIb} ij € {Ib,lla,lIb}

Die Konjunktion in der 1. Halfte iteriert iiber alle Deutschstunden (also la, Illa, I1Ib)
und besagt, dass diese nur von Lehrerinnen Miller oder Koérner unterrichtet werden
kénnen. Analog fiir die 2. Hélfte.

e Jede Lehrerin unterrichtet > 2 Stunden:
Yo = /\ \/ (x5 N xgyr)

o {MS,K}  ij,i’ € {la,Ib,lla,lib,lla,llb}
ij # 15"
Diese Formel ist eine Konjunktion aus drei Teilen, einem pro Lehrerin «. Jeder

Teil ist wiederum eine Disjunktion, die besagt, dass es ein Paar von verschiedenen
Stunden (75 und #’j") gibt, das die jeweilige Lehrerin « unterrichtet.

e Keine Lehrerin unterrichtet zwei Klassen gleichzeitig:

3= N\ N (i Aaf)

a€{M,S,K} el

Diese Formel ist eine Konjunktion iiber alle Kombinationen aus Lehrerin a und
Stunde i; jeder Bestandteil dieser Konjunktion besagt, dass Lehrerin « in Stunde ¢
nicht gleichzeitig Klasse a und b unterrichten kann.

e In jeder Unterrichtsstunde wird jede Klasse von hochstens einer Lehrerin unterrich-
tet:

M A .S M A K S . K
P4 = /\ /\ (“(xz‘j ANay) N a(mgg Aag) A (A wzg))
ie {LILNY  je{ab}

Diese Formel ist eine Konjunktion iiber alle Kombinationen aus Stunde i und Klasse
j; jeder Bestandteil dieser Konjunktion besagt, dass keine zwei Lehrerinnen aus
{M,S,K} in ¢j unterrichten kénnen.

Man sieht nun leicht, dass die Belegungen V' mit

V=1 Apa Aps A gy

genau den Losungen des Zeitplanungsproblems entsprechen.



T1.2 Beispiel fiirs Ersetzungslemma

Seien ¢ = x Ay and ¢ = =(—zx V —y),
und sei ¥ =z V =(z A y).
~——
©

Dann ist ¥ = 2z V = =(—z V —y).
—_———
(4

Wir wissen aus dem vorhergenden Beispiel, dass ¢ = .

Also liefert das Ersetzungslemma 9 = 1'.

T1.3 Beweis des Ersetzungslemmas

Lemma 1.8 (Ersetzungslemma). Seien ¢ and 1 dquivalente Formeln, 9 eine Formel
mit ¢ € TF(J) und ¢ eine Formel, die sich aus ¢ ergibt, indem ein beliebiges Vorkommen
von ¢ durch 1) ersetzt wird. Dann gilt ¢ = .

Beweis.
Induktionsanfang.

Wenn 9 atomar ist, muss 9 = ¢ sein. Dann ist ¢/ = 1), also 9 = ¥,
Induktionsschritt.

Wenn 9 = ¢, dann kénnen wir wie im Induktionsanfang argumentieren.

Anderenfalls unterscheiden wir drei Falle.

1. 9=
Dann hat ¢ die Form —}, wobei man 9] aus ¢; erhélt, indem man ein

Vorkommen von ¢ durch 1 ersetzt. Nach Induktionsvoraussetzung (IV) gilt
Y1 = 9}. Mit der Semantik der Negation folgt daraus ¥ = ¢'.

2. 9 =191 V.

Dann wird ¢ entweder in ¥; oder in ¥5 durch ¢ ersetzt. Wir betrachten nur
den ersten Fall: Dann ist ¥/ = ¥} V 92, mit ¥} wie in 1. Nach IV gilt ¢; = 9.
Mit der Semantik der Disjunktion folgt daraus 9 = 1.

3. 9 =191 As.
Analog zu 2. A



T1.4 Beispiel fiir die Wandlung Formel — Boolesche Funktion

Sei ¢ = (z1 Axa) V (mx1 A —x2) mit [Var(p)| = 2.
Aus der Verkniipfungstafel kann man direkt f,(x1,22) ablesen:

V() V() | V(e)
0 0 1 dh f£,(00)=1
0 1 0 £o(0,1) =0
1 0 0 fo(1,0)=0
1 1 1 fo(1,1) =1

T1.5 Beweis des Theorems iiber funktionale Vollstandigkeit

Theorem 1.10 (funktionale Vollstandigkeit). Zu jeder Booleschen Funktion f € B gibt
es eine Formel ¢ mit f, = f.

Beweis. Wenn f € B°, dann wird f durch die Formeln 0 oder 1 dargestellt (die Booleschen
Konstanten sind ja auch Formeln).

Fir f € B™ mit n > 0 argumentieren wir wie folgt. Jede Eingabe fiir f hat die Form
t = (wi,...,wy,) € {0,1}" und kann als Formel

=0 A ALy

dargestellt werden, wobei
{xi wenn w; = 1
l; =

—x; wenn w; = 0.
Aus t = (0,1,0,1) beispielsweise wird:
WYy = x1 Axo A X3 ATy

Setzt man nun

P = \/ Y,

t=(w1,...,wn)€{0,1}"
F)=1(")

so gilt f, = f. a
Ist also z. B. n = 2 und die Funktion f mit

wy w2 ‘ f (w1, w2)
0

_ =0 O
— O = O

1
1 <
0

gegeben, dann ist p = (—z1 A x2) V (21 A —x9).



T1.6 Beweis des Theorems iiber KNF-/DNF-Umwandlung

Theorem 1.12 (KNF-/DNF-Umwandlung). Jede Formel lédsst sich effektiv in eine
dquivalente Formel in KNF und DNF wandeln.

Beweis. Sei ¢ eine Formel. Um eine dquivalente Formel in DNF zu erhalten, wende
die Konstruktion aus dem Beweis des letzten Satzes auf f, an. Diese Konstruktion ist
offensichtlich effektiv.

Aus der effektiven Konstruierbarkeit der DNF folgt auch die der KNF:

Y= (bekannte Aquivalenz: Doppelnegation)
n m;
= \/ /\ lij (Wandeln von —¢ in DNF; Ersetzungslemma)
i=1j=1
n m;
= /\ - /\ Uij (De Morgan, Ersetzungslemma)
i=1 j=1
n m;
= /\ i (De Morgan, Ersetzungslemma)
i=1j=1
Die entstandene Formel ist in KNF. a

T1.x Existenz kleiner Formeln

Im Wintersemester 2016/17 tauchte die Frage auf, ob jede Boolesche Funktion durch
eine (wie auch immer geartete) polynomiell grofle aussagenlogische Formeln dargestellt
werden kann. Diese Frage ist zu verneinen, denn:

Es gibt eine eine Familie von Booleschen Funktionen f1, fo, f3, ... mit f, € B"
fiir alle n > 0, so dass fiir alle n > 0 und alle Formeln ¢ mit f,, = f, gilt:

| > 29tV

Um dies zu begriinden, benétigt man zwei Uberlegungen:

1. Jede aussagenlogische Formel ¢ ist als Schaltkreis C, mit —-, A- und V-Gattern
darstellbar, so dass |Cy,| nur polynomiell grofer als || ist.

2. Nach dem Theorem von Shannon (1949) gibt es eine Familie von Booleschen
Funktionen fi, f2, f3,... mit f, € B" fiir alle n > 0, so dass jeder Schaltkreis, der
fn berechnet, eine Gréfle > % hat.

Letzteres ist ein wichtiges Resultat in der Schaltkreiskomplexitit. Es wird durch ein
Abzéhlargument bewiesen: Wir wissen bereits, dass es 22" Boolesche Funktionen der
Stelligkeit n gibt. Dann bleibt zu zeigen, dass es < 22" Schaltkreise der Grofe %
gibt. Dies geschieht im Wesentlichen dadurch, dass man Schaltkreise als Zeichenketten



iiber einem festen Alphabet kodiert und dann kombinatorisch die Anzahl der moglichen
Zeichenketten einschrankt. Mit komplexeren Abzihlargumenten kann man sogar noch
schirfere Schranken beweisen. Details zum Theorem von Shannon sowie die Definition
von Schaltkreisen sind nachzulesen in einem dedizierten Kapitel von [AB09].

T1.7 Beispiel fiir n-aren Junktor
Betrachte f € B? wie folgt:

f(()?x?y) =z Vy
f(l,:c,y) =zTAy

Die Verkniipfungstafel liefert die Semantik fiir einen dreistelligen Junktor f:

r y z| flz,y,z2)
0 0 0 0
0 0 1 1
01 0 1
1 1 1 1

Eine Formel iiber der Junktormenge {—, A, V, f} wére z. B.:

x V _‘f(-r\/ya f(yayaz)a _'Z)

T1.8 Funktionale Vollstandigkeit des Junktors Nand

Da wir bereits gezeigt haben, dass die Menge {—, A} funktional vollstédndig ist, gentigt es
7Zu zeigen:

e Mit | kann man — ausdriicken:

ole=-(pAe) (Definition von |)
= (Idempotenz)

e Mit | kann man A ausdriicken:

(@ld) [ (ely)=—(e]¥) (gerade gezeigt)
= -(p A1) (Definition von | )
=AY (Doppelnegation)



T1.9 (co)NP-Volistandigkeit von Efrfiillbarkeit bzw. Giiltigkeit

Theorem 1.17 (Komplexitat). Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist NP-
vollsténdig. Dies gilt auch flir Formeln in KNF, sogar bei max. 3 Literalen pro Konjunkt.
Das Giiltigkeitsproblem der Aussagenlogik ist co-NP-vollstédndig. Dies gilt auch fiir
Formeln in DNF, sogar bei max. 3 Literalen pro Disjunkt.

Beweis.

Erfiillbarkeit ist in NP. Sei ¢ die Eingabeformel mit |Var(¢)| = n. Eine Turingmaschine
kann mit n nichtdeterministischen Ubergéingen eine Belegung V fiir ¢ aufs Band schreiben
(also diese Belegung ,raten*). Die weitere Berechnung priift deterministisch, ob V' |= ¢
gilt (geht in Linearzeit!); sie ist erfolgreich, wenn dies der Fall ist. Dann gilt:

M akzeptiert ¢ gdw. es erfolgreiche Berechnung von M auf ¢ gibt
gdw. es Belegung V' gibt mit V = ¢
gdw. o erfiillbar

Erfiillbarkeit ist NP-hart. Dies folgt aus dem Theorem von Cook & Levin (siehe
Skript ,, Theoretische Informatik 2 [Sch17] oder die Literaturverweise dort). Der Beweis
verwendet nur Formeln in KNF. Durch eine geeignete Reduktion kann man auch zeigen,
dass 3SAT (d. h. Erfullbarkeit der Einschrankung auf KNFs mit genau 3 Literalen pro
Konjunkt) bereits NP-hart ist; siehe ebenfalls Theorie 2. Im Gegensatz dazu ist 2SAT in
Polyzeit 16sbar!

Giiltigkeit ist coNP-vollstandig. Die Dualitit von Erfiillbarkeit und Giiltigkeit (vorher-
gehendes Lemma) liefert eine Polynomialzeitreduktion des Giiltigkeitsproblems auf das
Erfiillbarkeitsproblem bzw. zuriick. Daraus folgen dann coNP-Zugehorigkeit bzw. -Hérte
des Giiltigkeitsproblems. A

T1.10 Beispiele fiir den Horn-Erfiillbarkeitsalgorithmus

Beispiel 1. Betrachte die Horn-Formel auf der vorhergehenden Folie (mit den Aussagen-
variablen Regen, Schnee, Niederschlag, Temp<0, Temp<O0).

Dann berechnet der Algorithmus
e in Zeile 1: V = {Regen, Schnee}
e in Zeilen 2-4: V = {Regen, Schnee} U {Temp<0, Temp<0}
Wegen des Konjunkts Temp<0ATemp<0 — 0 wird in Zeile 6 ,,unerfiillbar* zurtickgegeben.

Beispiel 2. Seip = 2 Ay A (x —=2) A (yAz—>u) A (uAw — 0). Dann berechnet
der Algorithmus

e in Zeile 1: V = {z,y}

e in Zeilen 2-4: V = {z,y} U {z, u} (2 Iterationen!)
Da der einzige Constraint in ¢ das Konjunkt « A w — 0 ist und nicht gleichzeitig u und
w in V sind, wird in Zeile 8 ,erfillbar” zuriickgegeben.



T1.11 Korrektheit und Zeitbedarf des Horn-Algorithmus

Lemma 1.23. Der Algorithmus fiir Erfiillbarkeit von Horn-Formeln ist korrekt und lduft
in polynomieller Zeit.

Beweis.

Zeitbedarf. Offensichtlich terminiert der Algorithmus auf jeder Eingabe ¢ nach maximal
[Var(p)| Durchldufen der while-Schleife, also in polynomieller Zeit.

Korrektheit. Wir miissen zeigen: der Algorithmus antwortet bei Eingabe ¢ ,erfiillbar
gdw. ¢ erfiillbar ist.

(=) Angenommen, der Algorithmus antwortet bei Eingabe ¢ ,erfiillbar®. Sei V' die dabei
berechnete Menge, betrachtet als Belegung. Wir zeigen: V' |= . Dazu geniigt es zu
zeigen, dass fiir jedes Konjunkt ¢ von ¢ gilt: V' = ¢. Sei also ¢ ein Konjunkt von ¢.
Wir unterscheiden drei Falle.

1. ¢=x (Fakt).
Dann ist x € V wegen Zeile 1 des Algorithmus, also V' = z.
2.c=z1 N ANxy, = (Regel).

Wenn {z1,...,2,} € V, dann V = c. Anderenfalls muss z € V sein (wegen
Zeilen 2—4) und damit ebenfalls V' |= c.

3. c=z1 AN~ ANxzy — 0 (Constraint).

Da der Algorithmus ,erfiillbar® antwortet, muss wegen Zeile 5 {x1, ..., z,} ¢_ |4
gelten, also V' |= c.

(<) Angenommen ¢ sei erfiillbar. Man zeigt leicht per Induktion iiber die Anzahl der
Schleifendurchléufe: in Zeilen 2-4:

V CV fiir alle Modelle V von ¢ (%)

Um nun zu zeigen, dass der Algorithmus ,erfiillbar® antwortet, betrachten wir
ein beliebiges Konjunkt 1 A --- Az, — 0 von . Fiir dieses miissen wir zeigen:

{z1,...,2,} € V. Angenommen {z1,...,2,} C V. Da ¢ nach Voraussetzung
erfiillbar ist, gibt es ein Modell V von ¢. Mit () gilt V = x1 A --- A 2, also
VExi A ANxy, — 0, was im Widerspruch zu V' | ¢ steht. 0

T1.12 Nicht-Horn-Ausdriickbarkeit der Disjunktion

Lemma 1.25 (Nicht-Horn-Ausdriickbarkeit). Keine Horn-Formel ist dquivalent zu
rVy.

Beweis. Angenommen, es gibe eine zu z V y dquivalente Horn-Formel ¢. Dann hétte ¢
und damit auch z V y ein minimales Modell V. Betrachte nun folgende Modelle von = V y:

10



Offenbar sind beides Modelle von x V y. Fiir das minimale Modell V' miisste dann gelten:
V C VNV, wegen Bedingung 2 fiir minimale Modelle. Also V' = (), was aber kein Modell
von z V y ist. Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme gefolgert; diese muss
also falsch sein. a

T1.13 Beweis Resolutionslemma

Lemma 1.28 (Resolutionslemma). Sei M eine Klauselmenge, C1,Cy € M und C die
Resolvente von C; und Cy. Dann gilt: M = M U {C'}

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir alle Belegungen V' gilt:
VEM gdw. VEMU{C} ()
Die Richtung ,,<*“ von (x) ist dabei trivial, denn wenn V" alle Formeln in M U {C'} erfiillt,

dann auch alle Formeln in M (Teilmenge von M U {C}!).
Fiir die Richtung ,=*“ nehmen wir an, es gelte V = M. Da C die Resolvente von
C1,Cy € M ist, gilt
C = (Ci\{t}) U (C2\{2}).
Wir unterscheiden zwei Félle.
1. V() =1.
Wegen V |= Cy gilt dann auch V = Cy \ {¢} (denn das ,negative® Disjunkt ¢ kann
nichts zur ,positiven“ Disjunktion Cy beigetragen haben); also V = C.
2. V(¢) =0.
Wegen V' = C) gilt dann auch V' = C \ {¢} (wie oben); also V' = C. 0

T1.14 Beispiel fiir wiederholte Resolventenbildung

Sei p = x1 A (mx1 V a2) A (—ze V 23) A D3,

Dann ist M = M(p) = { {z1}, {-z1, 22}, {~22, 23}, {~23} } und somit Res’(M) = M.
Wenn wir jeweils systematisch alle Paare von bisher erzeugten Klauseln durchgehen, so
erhalten wir:

Res! (M) = Res’ (M) U {{z2}, {~z1,23}, {22} }
Res?(M) = Res' (M) U { {z3}, {-21}, O}
Res®(M) = Res?(M)

Also ist:
Res*(M) = Res?(M)
= {{:El}v {_\ZE1,5L'2}, {—&’2,1'3}, {_'1:3}7 {$2}a {—|IL‘1,ZL‘3}, {ﬁ$2}7 {$3}a {_“'L‘l}’ D}

11



T1.15 Beweis Resolutionssatz

Theorem 1.31 (Resolutionssatz, Robinson 1965).
Eine endliche Klauselmenge M ist unerfiillbar gdw. O € Res*(M).

Beweis.
Richtung ,,<=". (Korrektheit des Resolutionskalkiils)
Da O € Res*(M), ist Res* (M) unerfiillbar. Es geniigt also zu zeigen: Res* (M) = M

Mittels Resolutionslemma und per Induktion {iber ¢ zeigt man leicht:
Res'(M) = M fir allei >0

Wegen Lemma 1.30 (Terminierung) ist Res*(M) = Res'(M) fiir ein i > 0. Also

Res* (M) = M.
Richtung ,, =" (Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils)
Wir zeigen

M unerfillbar = O € Res*(M)
per Induktion iiber |Var(M)| (denn jeder Resolutionsschritt entspricht dem Elimi-
nieren einer Variable).
Induktionsanfang.
Wenn [Var(M)| = 0, dann M = () oder M = {O}. Der Fall M = () wird dadurch

ausgeschlossen, dass () erfiillbar ist,! was der Voraussetzung widerspricht. Also
M = {0} und damit O € Res*(M).

Induktionsschritt. Sei |Var(M)| = n + 1 fir ein n > 0. W&hle eine Variable
x € Var(M) und konstruiere die folgenden zwei Klauselmengen.

MY = {C\{~a} | 2¢CeM)
M~ = {C\{z} |-z¢CeM}

Intuitiv entspricht M+ dem Fall V(z) = 1: alle Klauseln C' mit € C
sind erfiillt und werden gestrichen; aus den verbliebenen Klauseln kann -z
gestrichen werden (wenn vorhanden), da es diese Klauseln nicht mehr wahr
machen kann. Analoges gilt fiir M ™.

Wir zeigen nun:

(1) M* und M~ sind unerfiillbar.

(2) O € Res*(M) oder {—x} € Res*(M).
(3) O € Res*(M) oder {z} € Res*(M).

!Zur Erinnerung: V = M, wenn V |= C fiir alle C € M. Wenn also M = (), dann ist jede Belegung V'
Modell von M. Also ist M = ) erfiillbar.

12



Zu (1).
Angenommen, M sei erfiillbar und V = M. Erweitere V durch V(z) =
1. Man priift leicht, dass V = M (klauselweise, Fallunterscheidung ob

C € M™). Dies widerspricht der Annahme, dass M unerfiillbar ist. Also
ist M unerfiillbar.

Die Unerfiillbarkeit von M~ wird analog begriindet.

Zu (2).
M hat nur n Variablen, denn x wurde geloscht. Also kann man auf M ™
die Induktionsvoraussetzung anwenden: weil (wegen 1) M unerfiillbar

ist, gilt O € Res*(M ™). Also gibt es Klauseln C1, ..., Cy,, so dass Cy, = O
und fir alle i < m gilt:

(a) C; € M  oder
(b) C;j ist Resolvente von C; und C}, fiir gewisse j,k < 1.
Nun koénnen zwei Félle eintreten:

1. Alle Klauseln C; der Form (a) sind auch in M (d.h. in keiner der
,Originalklauseln“ in M kam —z vor). Dann priift man leicht, dass
Cy,...,Cp € Res* (M), also insbesondere O = C,,, € Res*(M).

2. Fiir mindestens eine Klausel C; der Form (a) ist C; U {—-z} € M. Wir
erhalten durch Wiedereinfiigen von —x eine Folge von Klauseln

Ci,...,C, € Res* (M),

die bezeugt, dass {—z} € Res*(M):
aus \ / wird \ /
C; C; U {_‘:E }
Wenn also das Literal -z an einer Stelle eingefiihrt wird, dann wird
es auch an die jeweilige Resolvente weitergegeben. Am Ende wird aus
Cy, = O dann C), = {—x}, also {—z} € Res*(M).
Zu (3).

Wird analog zu (2) bewiesen, unter Verwendung von M~ statt M.
Aus (2) und (3) folgt nun, dass O € Res*(M) oder {z},{—x} € Res*(M). Aus
letzterem folgt aber mit

{-a} {z}

\/

auch O € Res*(M). 0

13



T1.16 Beispiel Einheitsresolution

Gegeben sei die Klauselmenge

M = {{_‘fﬂlﬁxzﬁ$3,$4}, {x1}, {z2}, {23}, {_‘$37_‘l'4}}-

Ein méglicher Resolutionsbeweis mittels Einheitsresolution ist folgender.

{—x1, mwo, ~as, 564} {»”61} {m2} {x3} {3, ~24}
{ﬁ932, -3, 564}
{ﬂ5037«’134}

{x4}
AN
{3}

AN

O

Natiirlich gibt es auch hier wieder mehrere Resolutionsbeweise; entsprechend enthélt
ERes" (M) mehr Klauseln als die oben gezeigten. Um ERes* (M) zu bestimmen, gehe vor
wie in T1.14, aber wende nur Einheitsresolution an.

T1.17 Beweis Resolutionssatz fiir Einheitsresolution

Theorem 1.36 (Resolutionssatz fiir Einheitsresolution).
Eine endliche Menge M von Hornklauseln ist unerfiillbar gdw. O € ERes*(M).

Beweis.
Richtung ,<=". (Korrektheit)

Wie im Resolutionssatz (T1.15), denn man zeigt genauso: ERes* (M) = M.
Richtung ,, =" (Vollstiandigkeit)

Wir verwenden die Korrektheit unseres urspriinglichen Algorithmus fiir Erfiillbarkeit

von Horn-Formeln (Folie 43). Setze in Analogie zu diesem Algorithmus:

VO = {2 | M enthalt {z}}
Vit = ViU {x | es gibt z1,..., 7% € V; mit {-x1,...,~2p,2} € M}

:Uvi

>0

14



Mit der Korrektheit des urspriinglichen Algorithmus gilt:
M ist unerfillbar gdw. es xy,...,x € V* gibt mit {-x1,...,~xr} € M (%)
Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle ¢ > 0 gilt:
z €V impliziert {x} € ERes*(M) (xx)

Dazu gehen wir per Induktion tber ¢ vor.

Induktionsanfang.
Wenn x € VO, dann {x} € M nach Definition von V°. Da M C ERes*(M),
gilt auch {z} € ERes*(M).

Induktionsschritt.

Sei € VL. Wenn z € V¢, dann folgt die Behauptung bereits nach Induk-
tionsvoraussetzung. Wenn = ¢ V¢ dann gibt es nach Definition von Vi+!
Variablen x1, ...,z € V' mit {-z1,..., 2,2} € M. Nach Induktionsvoraus-
setzung sind {z1},...,{zr} € ERes"(M). Nun bezeugt die folgende Ableitung
von {z} mittels Einheitsresolution, dass {x} € ERes*(M).

{—z1,...,~x, x} {z1} {z}

~N 7

{—zo,...,"wk,x}

\ .
N

{z} Ende Beweis von (k).

Nun kénnen wir mit (x) und (xx) die gewiinschte Implikation beweisen. Sei also
M unerfiillbar. Mit (%) und (xx) gibt es {—x1,... 2z} € M mit {z1},...,{zx} €
ERes*(M). Folgende Ableitung mittels Einheitsresolution zeigt O € ERes*(M).

(~x1,..., ) {z1} {zr}
~N S

{—|$2, ceey —wk}

N
AN

15



T1.18 Beispiel DPLL-Algorithmus

Sei M = {{x1, ~xo, x3}, {~w1, 22, a3}, {~x1, 23, ~wa}, {21, 23} }.

Aufruf DPLL(M)
o Finheitsklauseln vorhanden? Nein.
e O yorhanden? Nein.

e Pure Literale vorhanden? Ja, und zwar —x4 (und kein weiteres).
Also 16sche die letzte Klausel, d. h.
M = {{z1, a2, 23}, {~21, 22, "3}, {~21, 23} )

e M =0?% Nein.

Nichtdeterministische Verzweigung

Wihle ¢ = z; (d.h. ,probiere” V(z1) = 1).

Aufruf DPLL({{SEl, —|1,‘2,:L‘3}, {—u’El,l‘Q, —|$3}, {—wl,ﬂfg}, {xl}})

o FEinheitsklauseln vorhanden? Ja, und zwar {z;}.

— Unit Subsumption: Losche alle Klauseln, die x; enthalten.

M = {{_‘331,15'2,_\3}3}, {ﬁfL'l,.Ig}}

— Unit Resolution: Losche —xq aus den tbrigen Klauseln.

M = {{zo, ~a3}, {x3}}

FEinheitsklauseln vorhanden? Ja, und zwar {z3}.

— Unit Subsumption: Losche alle Klauseln, die x3 enthalten.

— Unit Resolution: Losche —x3 aus den iibrigen Klauseln.

M = {{z2}}

FEinheitsklauseln vorhanden? Ja, und zwar {x2}.

— Unit Subsumption: Losche alle Klauseln, die x enthalten.
M =1

— Unit Resolution: Keine Verdnderung, da M leer ist.

O vorhanden? Nein.

Pure Literale vorhanden? Nein.
e M =0? Ja = Ausgabe ,erfiillbar"

= Ausgabe ,erfiillbar*
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T1.19 Beispiel Hilbert-Kalkiil

Die Formel x — x ist herleitbar:

(a) z— ((y —x) = x) Instanz von Axiom 1
mit ¢ =z und Y = (y — x)

(b) (9: = ((y = z)— :c)) Instanz von Axiom 2

—>((x—>(y—>x))—>(x—>a:)) mit o=z, Yy =(y—z), I=1

() (= (y—2z) = (r—2) Modus Ponens (MP) angewandt auf (a), (b)

(d) z— (y— ) Instanz von Axiom 1
mit o =z und ¢ =y

(e) z—x MP angewandt auf (c), (d)

T1.20 Beweis 4-Farben-Satz (unendliche Variante)

Theorem 1.43 (4-Farben-Satz, allgemeine Graphen).
Jeder (moglicherweise unendliche) planare Graph ist 4-farbbar.

Beweis. Sei G = (V, E) ein (moglicherweise unendlicher) planarer Graph. Definiere
folgende Formelmenge.

F={zy1 Vxpa VT3V |veV}
U{—(zvi Nzyj v eV, 1 <i<y <4}
U{ﬁ(azm/\xwﬁ{v,w}GE, 1§’L§4}

Wir haben also fiir jeden Knoten v € V' vier Aussagenvariablen x,;, 1 < i < 4, eingefiihrt.
Intuitiv steht x,; fiir: ,Knoten v ist mit Farbe i gefarbt®. Die Formeln in I' driicken nun
aus, dass es sich um eine zuldssige Farbung handelt:

e Jeder Knoten ist mit mindestens einer Farbe geférbt (1. Zeile).
e Jeder Knoten ist mit héchstens einer Farbe geférbt (2. Zeile).
e Keine zwei benachbarten Knoten sind mit derselben Farbe gefiarbt (3. Zeile).

Insbesondere entspricht jede erfiillende Belegung fiir I' einer zuléssigen 4-Farbung von G
und umgekehrt. Es geniigt also zu zeigen, dass I' erfiillbar ist. Wegen des Kompaktheits-
satzes geniigt es zu zeigen:

Behauptung. Jede endliche Teilmenge A C T ist erfiillbar.

Beweis der Behauptung. Sei A C I endlich. Sei V/ C V die Menge der Knoten v € V,
sodass x,; in A vorkommt fiir mindestens ein ¢. Wir betrachten den endlichen Teilgraphen
G’ von G, den man durch Einschrinkung auf die Knotenmenge V' erhélt. G’ ist ein
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endlicher planarer Graph, also laut 4-Farben-Satz (endliche Variante) 4-farbbar, und jede
4-Farbung liefert eine erfiillende Belegung fiir A.

Wegen der Behauptung und dem Kompaktheitssatz ist ' erfiillbar. Jede erfiillende
Belegung liefert eine 4-Farbung von G. 4

T1.21 Beweis Kompaktheitssatz

Theorem 1.40 (Kompaktheitssatz).
Fiir alle (potentiell unendlichen) Mengen I' C AL gilt:

I' ist erfiillbar gdw. jede endliche Teilmenge von I' erfiillbar ist.

Beweis. Die Richtung .= ist trivial, wenn man sich die Definition der Erfiillbarkeit fiir
Formelmengen in Erinnerung ruft (Folie 70).

Um ,,<=% zu zeigen, nennen wir fortan eine Menge I' C AL Limit-erfillbar, wenn alle
endlichen Teilmengen von I' erfiillbar sind. Wir miissen also zeigen:

Wenn I' Limit-erfiillbar ist, dann ist I' erfiillbar.

Sei also I' Limit-erfillbar. Da die Menge Var aller Aussagenvariablen abzéahlbar ist, gibt
es eine Aufzdhlung

V1,92, P35 - - -

von AL.? Wir wollen nun I' in dem Sinne ,vervollstindigen®, dass fiir jede Formel ¢;
entweder ¢; oder —; enthalten ist. Dies tun wir schrittweise, indem wir eine aufsteigende
Folge

'=ryCrycrycC...

von Limit-erfiillbaren Formelmengen I'; wie folgt konstruieren. Um zu beschreiben, wie
man I';;; aus I'; erhilt, beobachten wir zunéchst:
Behauptung. T';U{p;+1} oder I'; U {—¢;;1} ist Limit-erfiillbar.

Beweis der Behauptung. Per Kontraposition: wir nehmen an, dass beide Mengen nicht
Limit-erfiillbar seien. Also gibt es endliche Mengen A, A" C Ty, so dass A U {p;+1}
und A’ U {—¢;+1} unerfiillbar sind. Dann ist A U A’ C T'; unerfiillbar. Dies steht
jedoch im Widerspruch zur Limit-Erfiillbarkeit von T';.

Nun setzen wir:

Loy — I U{pit1}  falls T'; U {pi41} Limit-erfiillbar ist
o I U{—piy1} sonst

2 Da sowohl die Formellinge als auch die Anzahl der Variablen unbegrenzt wachsen kénnen, darf man
die Formeln nicht lexikographisch aufzdhlen, sondern muss Dove tailing verwenden.
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Sei weiterhin:
r,=Ti
i>0
Da alle I'; Limit-erfiillbar sind, ist dies auch I'y;:
Behauptung.
I',, ist Limit-erfullbar. (%)

Beweis der Behauptung. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es eine endliche
Teilmenge A C T, die unerfiillbar ist. Da A endlich ist, gibt es ein £ > 0 mit
A CTy. Dann wére aber I'y auch nicht Limit-erfillbar, was der obigen Definition
der I'y widerspricht.

Wir verwenden nun die Definition und Limit-Erfiillbarkeit von I',,, um eine erfiillende

Belegung fiir I', zu konstruieren. Diese ist wegen I' C I',, dann auch die gewiinschte

erfiillende Belegung fiir I'. Wir definieren V' wie folgt.

V(z) = 1 wennx €I,
0 sonst (d.h. -z €Ty,)

Wir brauchen nur noch zu zeigen: V' = I',,. Dazu zeigen wir per Induktion iiber die
Struktur von ¢:
VEe gdw. pel, fiir alle p € AL

Induktionsanfang. Wenn ¢ Variable ist, dann folgt die Behauptung aus der Definition
von V. Die Konstante 1 (bzw. 0) ist nach Konstruktion in I',, enthalten (bzw. nicht

enthalten).
Induktionsschritt. Hier geniigt es zwei Félle zu unterscheiden:
* p=".
Dann gilt:
ViEe gdw. V E¢ (Semantik von —)

gdw. ¢ ¢ T, (Induktionsvoraussetzung)
gdw. p ey, (Konstruktion von T',,)

o v =1Y N

Fir die Richtung ,=* nehmen wir V = ¢ an, d.h. V |= ¢ und V = 9.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch ¢ € I', und 9 € I'y,. Nach
Konstruktion von I',, muss eine der beiden Formeln ¢ A ¥ und —(¢) A 9) in
I',, enthalten sein. Wenn —(¢) A ) enthalten wére, dann wére {1, 9, =(¢» A 9)}
eine unerfiillbare Teilmenge von T',,, was im Widerspruch zu (x) stiinde. Also
Y ANY €Ty, wie gewlinscht.

Fiir die Richtung ,,<=“ nehmen wir ¢ A ¢ € T',, an. Dann sind auch ¢, 9 € T',:
wire z.B. ¢ ¢ T',,, dann wére ) € ', und damit ware {¢p A, -} C T,
eine unerfiillbare Teilmenge, im Widerspruch zu (*) — und analog fiir ©J. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt nun V =9 und V E 9, also V Ey A9, QO
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T2.1 Beispiel: Strukturen als kantenbeschriftete Graphen
Sei 2 = (A, P2, P3, P§) mit

A={zy,z}
P! ={(z,y). (z,2)}
Py = {(z,y), (y.2), (z,2)}
P ={(z,2)}

Diese Struktur entspricht dem folgenden Graphen.

P, P

T2.2 Beispiel: Struktur fiir die drei Blocke R, G, B

Da die gegebene Struktur nur unidre und bindre Relationssymbole enthélt, kann man sie

leicht als Graph darstellen:
() g
Block

auf unter
neben
Block R
B Block
neben lieblingsblock
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T2.3 Beispiel: Struktur fiir Film-Datenbank

Die Struktur ist 2 = (A, Film*, Schauspieler_inm) mit

A = {Die Vogel, Marnie, Goldfinger, 1963, 1964,
Hitchcock, Hamilton, Connery, Hedren }

Film® = { (Die Vogel, 1963, Hitchcock),
(Marnie, 1963, Hitchcock),
(Goldfinger, 1964, Hamilton) }

Schauspieler_in® = { (Connery, Marnie),
(Connery, Goldfinger),
(Hedren, Marnie) }

Da Film* eine ternire Relation ist, kann man 2 hochstens als Hypergraphen darstellen.
Das ist aber kaum tibersichtlicher als die Tupel-Schreibweise.

T2.4 Beispiel: Struktur fiir XML-Dokument

Die Struktur ist 2 = (A, succ®, sord®, inventory®, drink?, ..., amount®) mit
A = {e,0,1,00,01,11,000,001,010,011,110, 111}
succ® = {(w,w0) | w0 € A} U {(w,wl) | wl € A}
sord® = { (w0, wl) | w0, wl € A}

inventory™ = {¢}

amount® = {001,011, 111}

Als Bild: inventory

lemonade

. < N . N ~
price price  ~---"amount
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T2.5 Beispiel: Ordnungen als Strukturen

Betrachte zwei kommunizierende Prozesse. Wir verwenden 4 unire Relationssymbole:
e W;: Prozess i wartet auf Eintritt in den kritischen Abschnitt
o A;: Prozess ¢ ist im kritischen Abschnitt
mit ¢ € {1,2}.
Jede Struktur A = (N, <, W&, W3, A¥, A3) modelliert dann einen zeitlichen Verlauf der
beiden Prozesse, z.B.:

Diese Struktur modelliert einen moéglichen Verlauf, und zwar denjenigen, in dem

e Prozess 1 in Zeitpunkt 1 auf den kritischen Bereich wartet, diesen in Zeitpunkt 2
betritt und in Zeitpunkt 3 wieder verlésst,

e Prozess 2 in Zeitpunkt 4 auf den kritischen Bereich wartet, diesen in Zeitpunkt 5
betritt und erst in Zeitpunkt 7 wieder verlasst,

e Prozess 1 in Zeitpunkten 5 und 6 auf den kritischen Bereich wartet, diesen (wegen
Prozess 2) erst in Zeitpunkt 7 betritt Usw.

T2.6 Beispiel: Zuweisung

Betrachte folgende Struktur 2{ mit undren Funktionssymbolen f, g und Konstante c.

Auflerdem gilt:
e Wenn 5(z) = a1, dann B(g(f(x))) = as.

o Wenn $(z) = as, dann B(g(f(x))) = as.
(Beachte jeweils: in g(f(+)) wird zuerst f angewendet und dann g.)
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T2.7 Beispiel: Erfiilltheitsrelation

Betrachte die Struktur 2 aus Beispiel 1 (T2.2):

@) s
Block

auf unter
neben
Block R
B Block
neben lieblingsblock

Fiir alle Zuweisungen (5 gilt:
e 2 5= JxR(z) A Jx G(z) ATz B(x),
denn 2, 5 = Jzx R(z) und 2, 8 = 32 G(x) und A, 8 = Iz B(x),
denn 2, f[z/rb] = R(z) und 2, f[z/gb] = G(z) und A, B[z /bb] = B(z)
e 2, 3 F~ Jxneben(zx, x)
o A [T (R(x) AVy (auf(y, z) — G(y)) )
o A B Vx( (R(z) A B(xz)) — G(x))
Betrachte 8 mit S(z) = bb, B(y) = gb und 5(z) = gb. Dann gilt:
e 2, 3 = x # lieblingsblock
e A B E3z (neben(x, z) A unter(z,y))

Nun betrachte die Struktur 91 = (N, +,-,0,1) aus Beispiel 4. Dann gilt:

e N BEVEVy (x+y=y+x) fir allep
e NBEVWVz(y-z=z—y=1Vz=1)Ax#0Az#1

Abkiirzung: Prim(x)
genau dann, wenn (z) eine Primzahl ist

e MBEIz(2#0Az+2=y) genau dann, wenn S(y) > f(x)

Abkiirzung: y >
e N[V (Prim(a:) —3Jy(y>aA Prim(y)))
(Satz von Euklid: es gibt unendlich viele Primzahlen)

e Esist unbekannt, ob N, 8 = Va Iy (y > zAPrim(y)APrim(y + 2)). Dies ist ein schwe-
——

Abkitrz. firy+1+1
res offenes Problem der Zahlentheorie: gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?
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T2.8 Beispiel: Isomorphismus

Betrachte die Signatur, die aus den Konstantensymbolen ¢y, ¢, einem einstelligen Funkti-
onssymbol f und einem zweistelligen Relationssymbol R besteht. Dann ist 7w (gestrichelte
Pfeile) ein Isomorphismus zwischen den folgenden beiden Strukturen 2f und 8.

T2.9 Beweis des Isomorphielemmas

Lemma 2.8 (Isomorphielemma). Seien 2, B Strukturen und 7 : A — B ein Isomor-
phismus.

Dann gilt fiir alle Formeln ¢(x1,...,z,) und alle ay,...,a, € A:

&= plar,...,an] gdw. B = p[r(a1),...,7(ay)]

Beweis. Sei m: A — B ein Isomorphismus von 2 nach 3. Wir schreiben die zu zeigende
Aussage zunéchst so auf, dass sie die Zuweisung (3 explizit macht, was fiir den Beweis
bequemer ist:

Es ist zu zeigen:

Fir alle FO-Formeln ¢ und fiir alle Interpretationen Jg = (2, 5) und Jg =
(%8, ") mit B'(z) = w(B(z)) fir alle x € Frei(p) gilt:

JafFe gdw.  Jnlo (%)

Da Syntax und Semantik der Priadikatenlogik in zwei Schritten aufgebaut ist (Terme und
Formeln), bietet es sich an, (x) ebenfalls in zwei Schritten zu beweisen.

Schritt 1. Man zeigt zunéchst leicht per Induktion tiber die Struktur von ¢, dass fiir alle
Terme mit Variablen aus Frei(y) gilt:

B'(t) = m(B(t)) ()
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Induktionsanfang.

e Fiir t = x folgt (xx) aus der Voraussetzung 3'(z) = w(S(x)) fiir alle z € Frei(y).
e Fiir t = ¢ (Konstante) gilt (xx) wegen

B'(c) =c® (Definition Zuweisung)
A
=7(c”)

=7(B(c)) (Definition Zuweisung)

(Definition Isomorphismus)

Induktionsschritt. Sei ¢t = f(ty,...,t,). Dann gilt:

B'(t) =B (ftr,. - tn))
= 2B (t),. .., B (tn))
= f2(x(B(t)), ..., 7(B(tn)))
= 7(f*(B(tr), .. ,B(tn»)
=m(B(f(t1,. . tn))
= m(B(t))

Definition Zuweisung)
Induktionsvoraussetzung)

Definition Isomorphismus)

~ N N

Definition Zuweisung)

Schritt 2. Nun koénnen wir (x) per Induktion iiber die Struktur von ¢ beweisen und
dabei (%) verwenden.

Induktionsanfang.

e Wenn ¢ = (t; = t2), dann haben wir:

JakEti =ty gdw. B(t1) = B(t2) (
gdw. 7w(B(t1)) = m(B(t2)) (weil m Funktion und injektiv)
gdw. B'(t1) = B'(t2) ()

(Def. Semantik FO)

Def. Semantik FO)

gdw. jB |: tl = t2

e Wenn ¢ = P(ti,...,t,), dann haben wir:

Ja k= P(ty,... ty) gdw. (B(t1),...,B(tn)) € P¥ (Def. Semantik FO)
gdw. (7(B(t1)), ..., 7(B(tn))) € P® (weil m Isomorphismus)
gdw. (B'(t1), ..., B (ta)) € P? ()
gdw. Jp = P(t1,...,tn) (Def. Semantik FO)

Induktionsschritt.

e Die Félle ¢ = =1, ¢ = 11 A e und ¢ = 11 V 99 sind eine gute Gelegenheit
zum Uben — probiert es aus!
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e Im Fall ¢ = Jx v argumentieren wir wie folgt.

JalETJzy gdw. A Blz/a] E9 fireina e A (
gdw. B, [z/n(a)] E ¢ fiir ein a € A (Induktionsvoraussetzung)
gdw. B, 3'[z/b] = ¢ fiir ein b € B (weil 7 surjektiv)
gdw. Jp =3z (Def. Semantik FO)

Def. Semantik FO)

Um im zweiten Schritt die Induktionsvoraussetzung anwenden zu koénnen,
miissen wir natiirlich priifen, ob die Voraussetzung von () von (A, 8[z/al)
und (B, #'[x/7(a)]) erfiillt sind. Dies ist der Fall, denn wir arbeiten unter der
Voraussetzung

B'(y) =m(B(y)) fiir alle y € Frei(3z y),

woraus folgt, dass

B'x/m(a)](y) = m(B[x/a](y)) fiir alle y € Frei(3x 1),

d.h. y = x ist moglich.

e Im Fall ¢ = Vz ¢ argumentieren wir analog. 4

T2.10 Beispiel fiir den Auswertungsalgorithmus

Betrachte die Eingabe (2, 3, ¢) bestehend aus

e der Struktur 2A: P @‘R—@

e der leeren Zuweisung 8 und
O (z,y)
—_—
e dem Satz p =Vz Jy (P(:B) v R(m,y)) .

¥(z)

Ein Lauf des Algorithmus auf dieser Eingabe wird durch den Baum in Abbildung 1
wiedergegeben. Dabei steht jeder Knoten fiir einen Aufruf von ausw mit den angegebenen
Parametern. Die Kinder jedes Knoten stehen fiir die Unteraufrufe in diesem Aufruf.
Dabei steht ,,...“ fiir die Zuweisung, die bereits im Elternknoten verwendet wurde. Die
Operatoren V, 3,V geben die Art der jeweiligen Verzweigung an (&uflerer Operator der
Formel in diesem Aufruf). Die Zahlen 0 und 1 geben den Riickgabewert des jeweiligen
Aufrufs an.

Der Aufruf ausw(, 3, ) liefert den Wert 1 zurtick; also gilt A, 8 | .
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Abbildung 1.: Beispiellauf des Auswertungsalgorithmus
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T2.11 Korrektheit & Platzbedarf des Auswertungsalgorithmus

Lemma 2.11. Der Algorithmus ausw
1. ist korrekt: ausw(A, B,¢) = 1 gdw. A, 8 = ¢;

2. benoétigt nur polynomiell viel Platz.

Beweis.

1. Dies lasst sich durch einfache Induktion iiber die Struktur von ¢ zeigen: Die Fille
des Algorithmus spiegeln direkt die Semantik der Operatoren wider.

2. Jeder einzelne Fall (z. B. Priifen, ob 5(t) = (t’) oder Iteration tiber alle a € A) kann
mit polynomiell viel Platz ausgefiihrt werden. Die Rekursionstiefe ist durch st(y)
(Schachtelungstiefe) begrenzt, also wird auch der Rekursionsstapel nur polynomiell
grof3. A

T2.12 Weitere Beispiele fiir Datenbankanfragen

Freie Variablen sind unterstrichen.

e . Gib alle Paare von Schauspieler_innen und Regisseur__innen, so dass erstere_r in
einem Film von letzterer/m mitgespielt hat®.

P(x,y) = 3237 (Schauspieler_in(g, 2) A Film(z, z’,g))
ans(2(, ) = {(Connery, Hitchcock), (Connery, Hamilton), (Hedren, Hitchcock)}
e _Gib alle Paare von verschiedenen Filmen, die im selben Jahr gedreht wurden®.
Hx,y) = Jz1 Jz9 J23 (Film(g, 21, 22) AFilm(y, 21, 23) N # y)
ans(, ¥) = {(Marnie, Goldfinger), (Goldfinger, Marnie)}

(Man beachte das zweifache Vorkommen von 21, was einem ,equijoin® in SQL
entspricht. )

T2.13 Beispiele fiir domanenabhangige Formeln

Betrachte ein einstelliges Relationssymbol P und die Strukturen 20 mit A = {a} und
P* = {a} sowie B mit B = {a,a’} und P® = {a}. Die folgenden Formeln sind doménen-
abhdngig:
o p(z) =~P(z),
denn ans(2l, ¢) = (), aber ans(B, p) = {da’}
o Y(z) = P(z) Vv Iy-Py),
denn ans(2, ) = {a}, aber ans(B, ) = {a,d’}
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T2.14 Beispiele fiir Giiltigkeit, Erfiillbarkeit, Konsequenz

e Die folgenden Sitze sind giiltig:

Va Jy (y = f(rﬂ))
v (f@) =2 = [(f(x)) = )

e Der folgende Satz ist erfiillbar, aber nur in Modellen mit unendlich groffem Univer-
sum:

Ve Iy P(z,y) AN VaVyVz (P(a:,y) ANP(y,z) — P(a:,z)) A =3z P(z,x)

Die drei Teile des Satzes sagen, dass
(1) jedes Element einen ,, P-Nachfolger® hat;
(2) die Relation P transitiv ist;
(3) kein Element sich selbst als ,, P-Nachfolger” haben darf.

Damit dieser Satz erfiillbar ist, muss es mindestens ein Element a; im Universum
A geben (Universen diirfen nicht leer sein). Wegen (1) muss es ein Element ag mit
P*(a1,az) geben. Wegen (3) muss ag # aj sein. Wegen (1) muss es ein Element
az mit P*(ag,a3) geben. Wegen (3) muss a3 # az sein. Wegen (2) und (3) muss
a3 # ap sein. So kann man die Argumentation induktiv fortsetzen und erhélt eine
(abzéhlbar) unendliche Folge a1, as,as, ... von paarweise verschiedenen Elementen
aus A.

e Folgendes ist ein Beispiel fiir Konsequenz:

vy (z=y) £ flo)=c

Anschaulich gesprochen: wenn es nur ein Element im Universum gibt (linke Seite),
dann muss der Funktionswert jedes Elements das Element selbst sein, fiir eine
beliebige einstellige Funktion f und ein beliebiges Element (durch die Konstante ¢
reprasentiert).
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T2.15 Beweis der Aquivalenzen fiir das PNF-Theorem

Lemma. Falls z nicht frei in ¢ vorkommt, gilt:
(1) VvIzy = Jz(pVY)
(2) pATzyp = Fz(pAY)
(3) pVVzyp = Va(p V)
(4) e AVzp = YV (p A1)
Beweis. Wir beweisen exemplarisch (1).
Sei (2, B) eine beliebige Interpretation. Dann gilt:

ABEeV Iy
gdw.

2, 5 = ¢ oder es gibt a € A mit A, flz/a] =
gdw.

es gibt a € A, so dass 2, B[z /a] = ¢ oder A, Blx/a] = ¢
gdw.

2,6 3x (o v y)

Der erste und dritte Schritt gilt wegen der Semantik der Operatoren V,d. Der zweite
Schritt gilt wegen z ¢ Frei(¢), denn deshalb liefert das Koinzidenzlemma:

A, F¢ gdw. A Blr/a] = O

T2.16 Beweis des PNF-Theorems

Theorem 2.19. Jede FO-Formel ¢ kann in Linearzeit in eine dquivalente Formel in PNF
gewandelt werden.

Beweis. Wir beweisen das Theorem per Induktion iiber die Struktur von ¢.
Induktionsanfang. Wenn ¢ atomar ist (d.h. ¢ = (t; = t2) oder ¢ = P(t1,...,t,)), dann
enthilt die Formel keinen Quantor, ist also trivialerweise in PNF.
Induktionsschritt. Wir unterscheiden drei Falle:
(1) ¢ =—9.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine PNF-Formel

Y= Qurr- Quan ¥
mit ¢’ = 1. Die Dualitéit von 3 und V3 liefert

Y = Qlwl"'Qn{En—'ﬁv
in PNF

wobei 3 =V und V = 3.
3d.h fiir alle Formeln ¢ gilt -V é =3z -¢ und -3z € =V~
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(2) ©p = 1/}1 O¢2 mit o € {/\,\/}
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es PNF-Formeln ¢/, ¢4 mit ¥] = ¢; und
1}, = 1b9. Durch Variablenumbenennung erreichen wir, dass 1] und v, folgende
Form haben:

¢/1 = Qll‘l"'Qnynﬁl
¥y = Qlyi - QLym V2

wobei die Variablen xi,...,2,,91,...,Ym paarweise verschieden sowie ver-
schieden von allen freien Variablen in ¢] und 5 sind.

Offenbar ist
¢ = Qa1 Quan Qlur - Q) ym (V1 0 J2)

in PNF. Da y1,...,%n nicht in 9] vorkommen und z1,...,z, nicht in %,
liefern die Aquivalenzen des obigen Lemmas, wenn man sie (n + m)-mal auf
] o b anwendet: ¢’ = .

(3) ¢ = Q¢ mit Q € {3,V}.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine PNF-Formel ¢/ = Qiz1 - - Qux, ¥

mit ¢’ = 1. Durch Umbenennen kann erreicht werden, dass = ¢ {z1,...,2z,}.
Dann ist Qz v’ dquivalent zu ¢ und in PNF (insbesondere haben wir durch
das Umbenennen sichergestellt, dass Qx 1)’ bereinigt ist). A

T2.17 Beispiel zur Umwandlung in PNF

Sei
p = Vx (R(w,x) A Vz Iy R(z, y))
—— —_———
PNF PNF

Um ¢ in PNF zu wandeln, gehen wir geméfl der strukturellen Induktion im vorangehenden
Beweis von innen nach auflen vor. Die grofiten Teilformeln, die bereits in PNF sind, sind
markiert. Als néchstes muss die Konjunktion geméf Fall (2) umgeformt werden. Dazu
ist es zunachst notwendig, das gebundene Vorkommen von x in der rechten Teilformel
(durch Unterstreichen markiert) umzubenennen:

o = —Vz (R(:B, x) AVz 3y R(z, y))
Die Konstruktion in Fall (2) liefert dann:

o = = VaVzIy (R(x,m) /\R(z,y))

PNF

Gemaf Fall (1) miissen wir jetzt nur noch Quantoren ,umdrehen® und die Negation nach
innen ziehen:

v = dz EIsz—'(R(x,a:) /\R(z,y))
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T2.18 Beispiel fiir das Postsche Korrespondenzproblem (PKP)

Sei FF'= (0,1), (1,10), (01,1). Dann ist die Indexfolge 2,3 eine Losung, denn
—— —— ——
Index 1 Index 2 Index 3

e die linke Konkatenation liefert 1-01 = 101 und
e die rechte Konkatenation liefert 10 -1 = 101.
Schematisch kann man das auch so darstellen:
2 3

Linke Konkatenation 110 1
Rechte Konkatenation 1 0|1

T2.19 Beispiel fiir die Kodierung des PKP

Fiir das PKP F' aus dem vorangehenden Beispiel erhilt man ein unendliches Modell,
das wie folgt aussieht (,,---“ deuten an, dass sowohl das Universum A als auch die
Interpretationen der Funktionen fi, fi und des Relationssymbols P unendlich sind):

Indexfolge 1 @
Indexfolge 2

Indexfolge 3

-(0,1), also Indexfolge 3,1

-(01,1), also Indexfolge 2,3

WEE e

©®

P-Kante Nr.5 bezeugt, dass F' eine Losung hat.
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T2.20 Beweis der Korrektheit der PKP-Reduktion

Wir verwenden die auf Folie 59 eingefithrte Notation t,,(x):
e Fir ein Wort w = wy - - - w,, € {0,1}* steht ty,(x) fir fu, (fuw, (- fu, (2))).
e Wir schreiben auBerdem t3 () fir f2 (f2  (--- fa (z))).

Lemma 2.22. F hat eine Losung gdw. @ giiltig ist.

Beweis. Sei F' = (u1,v1),..., (ug, vr). Wir beweisen beide Richtungen von , genau dann,

wenn getrennt.

»<=" Sei pp giltig. Dann ist jede Struktur ein Modell von ¢p. Unter diesen Modellen
gibt es auch Strukturen, die v6llig anders beschaffen sind, als wir es im vorigen
Bild gezeichnet haben, d.h. das Universum ist kein Baum und/oder die Funktions-
und Relationssymbole werden anders interpretiert, als wir es beabsichtigen. Wir
betrachten jedoch ein spezielles Modell, das sich so verhélt, wie wir es wollen, und
das deshalb auch kanonisches Modell genannt wird. Es ist die Struktur

Q[:{A,Cs,f(],fl,P) mit

A=1{0,1}"
L
foﬂ(w) = w0 fiir alle w € A
f(w) = wl fiir alle w € A
P — {(u,v) | es gibt 4y,...,ip mit u = u;, - u;, und v = v, - vy, }
Fiir dieses Modell gilt:

(1) 2 = ¢: nach Definition von P® und wegen t,,(c.)* = w fiir alle w € {0,1}*
(2) A = vp: Wenn P*(u,v), dann folgt mit Definition von P auch P (uu;, vv;) fiir
alle i < k. Wegen 3 (w') = w'w fiir alle w, w € {0, 1}* gilt so P(t2 (u), t2 (v)).

Weil o giiltig ist, folgt aus (1) und (2) 2 |= 3z P(z, x). Nach Definition von P
hat also F' eine Losung.

=" Sei i1,...,4p eine Losung fir F und A = {A, c., fo, f1, P) eine beliebige Struktur.
Zu zeigen ist A = pp. Wenn A = ¢ A1, dann gilt A = pp. Nehmen wir nun also
2A = ¢ A an und zeigen A = Jx P(x, x).
Obwohl 2 nicht notwendigerweise kanonisch ist, kénnen wir darin trotzdem die
Losung von F' wiederfinden. Dazu definieren wir eine Abbildung h : {0,1}* — A,
die jedem 0-1-Wort das zugehorige Element im Universum von 2 zuordnet:

h(w0) = f&(h(w)) fiir alle w € {0,1}*
(wl) = f(h(w)) fir alle w € {0,1}*



Man sieht nun leicht, dass h(w) = t3(c.) fiir alle w € {0,1}* gilt. Wegen 2 = ¢
gilt also
(h(uil)v h(vh)) e P

Wegen 2 = 9 konnen wir induktiv schlieflen, dass
(h(ui, - -ui), h(viy ---v;.)) € P* fiir alle 7 < £. (%)

Sei nun w;, -+ - u;, = v;; -+ v, =w (da iy, ..., eine Losung fiir F ist). Dann gilt
wegen (*) also (h(w), h(w)) € P* und damit 2 |= 3z P(x, x), was zu zeigen war. O

T2.21 Beispiel fiir endliche Erfiillbarkeit

Folgender FO-Satz ist erfiillbar, aber nicht endlich erfiillbar:
Ve -R(z,c) A VrIyR(z,y) A VaVa'Vy (R(z,y) AR y) —z=21")

Dieser Satz ist eine leichte Variation des 2. Beispiels in T2.14. Seine Teile sagen, dass
(1) das Element ¢* keinen ,, R-Vorginger hat;
(2) jedes Element einen , R-Nachfolger® hat;
(3) kein Element zwei ,,R-Vorgénger“ haben darf.

2A

Damit dieser Satz erfiillbar ist, muss es mindestens ein Element ag = ¢* im Universum A

geben. Wegen (2) muss es ein Element a; mit R*(ag,a;) geben. Wegen (1) muss a1 # ag
sein. Wegen (2) muss es ein Element as mit R¥(ay,az) geben. Wegen (1) muss az # ag
sein; wegen (3) muss as # ap sein. So kann man die Argumentation induktiv fortsetzen
und erhélt eine (abzéhlbar) unendliche Folge ag, a1, as, ... von paarweise verschiedenen
Elementen aus A.

T2.22 Beispiele fiir Theorien

1. Die Menge Taut(7) aller Tautologien in einer fixen Signatur 7 ist
e eine FO-Theorie:
Wegen der Def. von Tautologien gilt: 2 |= Taut(7) fiir jede Struktur 2 ()
Also ist
— Taut(7) erfiillbar wegen (x);
— Taut(7) abgeschlossen unter Konsequenz: wenn Taut(7) = ¢, dann ist ¢
Tautologie (wegen (%) und der Definition von =) und damit ¢ € Taut(7).
e nicht vollstandig:

Es gibt Sétze ¢, die weder Tautologie sind noch unerfiillbar — also gilt weder
¢ € Taut(7), noch ¢ € Taut(7). Finde selbst einen solchen Satz.
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e enthalten in allen anderen Theorien:
Jede Theorie enthalt alle Tautologien, denn diese sind Konsequenzen aller
Formelmengen (siehe Def. Tautologie bzw. Konsequenz).

2. Sei A eine 7-Struktur. Dann ist
Th(A) = {¢ ist 7-Satz | A = ¢} (%)

e cine FO-Theorie:
— Th(2) ist erfiillbar, denn wegen (x) gilt A = Th(2A). (%)
— Th(2() ist abgeschlossen unter Konsequenz, denn wenn Th(2() = ¢, dann
wegen (xx) auch 2 |= p; also gilt wegen (x): ¢ € Th(2).
e vollstandig:
Fiir jede 7-Struktur 2 und jeden 7-Satz ¢ gilt A = ¢ oder 2A = —p (was leicht
per strukturelle Induktion gezeigt werden kann).

3. Sei 2 eine erfiillbare Menge von FO-Satzen. Dann ist
Abschluss(§2) = {¢ ist 7-Satz | Q = ¢}

e cine FO-Theorie:

— Abschluss(9?) ist erfiillbar, da  erfiillbar ist und alle Konsequenzen aus 2
in den Modellen von €2 ebenfalls wahr sind.

— Abschluss(2) ist aufgrund seiner Definition und der Transitivitdt der
Konsequenz abgeschlossen unter Konsequenz: Wenn Abschluss(2) = ¢,
dann bereits Q |= ¢, also ¢ € Abschluss(£2).

e im Allgemeinen nicht vollstandig:

Fiir Q = ) beispielsweise ist Abschluss(€2) = Taut(7), was wegen Punkt 1 nicht
vollstédndig ist. Ist andererseits (2 selbst bereits eine vollstdndige Theorie, dann
ist Abschluss(€2) = Q und damit vollsténdig.

4. Sei IC eine Klasse von 7-Strukturen. Dann ist

Th(K) = () Th(2)
Ak
e cine FO-Theorie:

— Th(K) ist erfiillbar: wegen (xx) aus Punkt 2 gilt 2 = Th(K) fur alle
2l e K.
— Th(K) abgeschlossen unter Konsequenz, weil es der Schnitt von unter

Konsequenz abgeschlossenen Mengen ist: Wenn Th(K) | ¢, dann 2 |= ¢
fiir alle 2 € K. Also ¢ € Th(2l) wegen Punkt 2, und damit ¢ € Th(K).

e im Allgemeinen nicht vollstdndig:

Wenn beispielweise K die Klasse aller T-Strukturen ist, dann ist Th(K) =
Taut(7), was wegen Punkt 1 nicht vollstandig ist. Ist andererseits K = {2} eine
einelementige Klasse, dann ist Th(XC) = Th(2() und wegen Punkt 2 vollstandig.
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T2.23 Beweis des Lemmas iiber Vollstandigkeit von Theorien

Lemma 2.28. Sei I' eine FO-Theorie. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) T ist vollstandig
(2) T'=Th(2() fur eine Struktur A

(3) alle Modelle 2(,2l" von I sind elementar dquivalent

Beweis.

»(1) = (2)"
Sei I" vollstandig. Da T' als Theorie erfiillbar ist, gibt es ein Modell 2 mit 2 = T';
also ist I' C Th(2(). Es bleibt zu zeigen, dass die umgekehrte Inklusion Th() C I’

gilt. Sei also ¢ € Th(2(). Da I vollstandig ist, gilt ¢ € I" oder —¢ € I'. Letzteres ist
aber unmoglich, weil 2 =T Also ¢ € T.

»(2) = (3)“

Sei I' = Th(2() und seien A’ A” Modelle von I'. Sei ' |= ¢. Zu zeigen ist A" |= .
Wegen 2 |= ¢ oder A |= —p ist auch p € I" oder =p € I'. Da A’ =T und A’ |= ¢,
ist = € I' ausgeschlossen. Also ist ¢ € I' und wegen A” |=T" auch A" |= ¢.

»(3) = (1)

Seien alle Modelle von I' elementar dquivalent und sei ¢ ein Satz. Zu zeigen ist:
@ € I' oder = € . Angenommen, keines von beiden ist der Fall. Dann gilt wegen
der Abgeschlossenheit von I' unter Konsequenz mittels Kontraposition: I' = ¢ und
I £ —. Also gibt es Modelle 2,2 von I' mit 2 = —¢ und 2" = ¢. Dann sind
aber 2l und 2’ nicht elementar dquivalent; ein Widerspruch zur Annahme. d
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Teil 111.

Mehr zu Pradikatenlogik 1. Stufe
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T3.1 Erklarungen zu den Schlussregeln des Sequenzenkalkiils

Am besten liest man die Regeln ,von oben nach unten*:

(=

(Vv =

(=V

(—|

N)

=)

Wenn die obere Sequenz I', p,¢ = A giiltig ist, dann auch die untere Sequenz
' A = A, denn ihre Antezedenzen I' U {p, 1} und T'U{p A9} haben dieselben
Modelle.

I'=sAp I's AW
F'=ApA0

Wenn die oberen beiden Sequenzen giiltig sind, dann gilt:

ATE(V(@u{ph AV (auw})

Nach dem Distributivgesetz* gilt dann auch:
AT EV (Au{pay}

) Te=A Ty=A
Mevy = A

Diese Regel ist dual zu (= A) in dem Sinne, dass hier die Antezedenzen so verandert
werden wie dort die Sukzedenzen, wobei “A” durch “V” ersetzt wird.

Man kann hier auch wieder analog wie oben argumentieren, unter Verwendung des
Distributivgesetzes (probiert es aus).

) I'= A, 0,9
I'=s A pVvy

Diese Regel ist dual zu (A =) in dem Sinne, dass hier die Sukzedenzen so verédndert
werden wie dort die Antezedenzen, wobei “A” durch “V” ersetzt wird.

Man kann hier auch wieder analog wie ganz oben argumentieren: die Sukzedenzen
AU{p,} und AU{pV} (als Disjunktionen aufgefasst!) haben dieselben Modelle.

= Ap
L—p=A

Wenn die obere Sequenz giiltig ist, dann gilt:

AT EV (AUu{e}) (%)

4Das diirfen wir anwenden, weil wir endliche Formelmengen betrachten und deshalb alle Konjunktionen
bzw. Disjunktionen (endliche) FO-Formeln sind.
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Um zu zeigen, dass daraus
ACUu{-¢}) EVA ()

folgt, betrachten wir ein beliebiges Modell 2 = A (I' U {—¢}). Insbesondere haben
wir also % = AT und 2 = —¢ (Semantik der Konjunktion). Wegen 2 = AT und
(%) gilt A =V (AU {¢}). Zusammen mit A = - folgt A =/ A. Also ist (sx)
gliltig.

Wenn die obere Sequenz giiltig ist, dann gilt:

AT Ui} EVa (%)

Um zu zeigen, dass daraus

AT EV (AUu{=p}) ()

folgt, betrachten wir ein beliebiges Modell 2l = AT. Wenn 2 |= ¢, dann folgt wegen
(x), dass 2 =\ A, also auch 2 = \/ (AU {=¢}). Wenn A = =, dann gilt sowieso
AE V(AU {=p}). Also ist () giiltig.

Lol = A
I3z o(x) = A

=) wenn die Konstante ¢ nirgends in I', A, ¢(x) vorkommt.

Intuitiv besagt diese Regel, dass man eine Konstante, die sonst nirgends vorkommt,
auch durch ein ,anonymes Objekt* ersetzen darf.

Genauer: Wenn die obere Sequenz giiltig ist, dann gilt:

AT Uleld)) EVa (%)

Um zu zeigen, dass daraus
ATCUBEBze@)}) EVA (%)

folgt, betrachten wir ein beliebiges Modell A = A (I' U {3z ¢(2)}). Insbesondere
gilt A = Jx p(z), also gibt es ein a € A mit A | ¢[a]. Sei A’ die Struktur, die man
aus A erhélt, indem man zusétzlich ¢¥ = a setzt. Dann gilt:

o A' = ¢[c] (weil ¢ nicht in ¢(x) vorkommt, kann sich der Wahrheitswert von ¢
durch die Transformation auch nicht &ndern) und

e und 2 =T (weil ¢ nicht in I" vorkommt).
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Also 2" = A (T U {¢[c]}). Wegen (x) erhalten wir A" = \/ A. Weil ¢ nicht in A
vorkommt, folgt 2 = \/ A. Also ist (xx) giltig.

Diese Argumentation benutzt die Seitenbedingung ,,wenn die Konstante ¢ nirgends
in ', A, p(z) vorkommt*. Ohne diese Bedingung wére die Regel nicht korrekt, was
man am besten an konkreten Beispielen sieht:

P(c),Q(c) = P(c) NQ(c) ist giiltig
P(c),3xQ(z) = P(c) NQ(c) ist nicht giiltig

P(c) NQ(c) = P(c) ist gultig
Jz (P(c) NQ(x)) = P(c) ist nicht giiltig

I'= A, olt]

(=3) I'= A, 3z o(x)

wobei t ein beliebiger Term ist

Intuitiv besagt diese Regel: wenn ¢[t] fiir ein konkretes Element ¢ impliziert wird,
dann auch fiir ein beliebiges, existentiell quantifiziertes Objekt. Probiert die formale
Argumentation gern selbst aus!

Die Seitenbedingung wird nicht gebraucht; insbesondere sind die obigen Beispiele
hier keine Gegenbeispiele:

P(c),Q(c) = P(c) NQ(c) ist giltig
P(c),Q(c) = Fz(P(z) N Q(x)) ist auch giiltig

P(c) NQ(c) = P(c) ist giiltig
P(c) NQ(c) = Fz P(x) ist auch giiltig

Lot = A
IV o(r) = A

Dual zu (= 3).

(V=)

wobei t ein beliebiger Term ist

I'= A, [
I'= A, 3z ¢(x)

(=V)

wenn die Konstante ¢ nirgends in I', A, ¢(x) vorkommt.

Dual zu (3 =).
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Anmerkung zu den Seitenbedingungen von (3 =) und (= V)

Diese Anmerkung ist nicht wesentlich fiirs Verstdndnis des Sequenzenkalkiils und kann
getrost iibersprungen werden. Ich hatte sie aufgenommen, als im WiSe 2016/17 die
Frage aufkam, ob die Seitenbedingungen ,,c nicht in I'; A, p(z)“ der Regeln (3 =) und
(= V) abgeschwécht werden koénnen.

Im obigen Beweis der Korrektheit von (3 =) wird verwendet, dass ¢ weder in T', noch in
A, noch in ¢(z) vorkommt. Im vorangehenden Beispiel fiir die Inkorrektheit der Regel
ohne die Seitenbedingung kommt ¢ sowohl in T als auch in A als auch in ¢(x) vor. Es
gibt aber auch Beispiele, in denen die Regel inkorrekt ist, wenn ¢ nur in I' oder nur in A
oder nur in ¢(x) vorkommt:

e nur in A:
Betrachte I' = 0, A = P(c), ¢(z) = P(x); also p[c] = P(c).
P(c) = P(c) ist gultig
dx P(c) = P(c) ist nicht giiltig

Fiir die ungiiltige Sequenz in der unteren Zeile betrachte man 20 mit A = {a, b},
A =aund P* = {b}.

e nur in I
Betrachte I' = = P(c), A = 0, ¢(z) = P(x); also ¢[c] = P(c).
-P(c),P(c) = 0 ist giiltig
-P(c),3z P(x) = 0 ist nicht giiltig

Fiir die giiltige Sequenz in der oberen Zeile beobachte man, dass das Antezedenz
unerfiillbar ist; fiir die ungiiltige Sequenz in der unteren Zeile betrachte man dasselbe
Modell 2 wie oben.

e nur in p(z):
Betrachte I' = A = (), p(z) = P(x) A =P(c); also ¢[c] = P(c) A —=P(c).
P(c) N=P(c) = 0 ist giiltig
Jx (P(z) A=P(c)) = 0 ist nicht giiltig

Die Argumentation fir (Un)Giiltigkeit ist dieselbe wie im letzten Fall.

T3.2 Beispiel fiir eine ableitbare Sequenz

e P(c),Q(c) = P(c),R(c) istein Axiom, weil P(c) auf beiden Seiten auftritt.

o P(c),Q(c) = Qc),R(c) istein Axiom, weil Q(c) auf beiden Seiten auftritt.

e Setzt man nun I' = {P(c),Q(c)} und A = {R(c)}, so erhélt man mit der Regel
(= A) die Sequenz:
P(e),Q(c) = P(c) AQ(c), R(c)
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T3.3 Beispiele fiir SK-Beweise

Man beginnt mit der zu beweisenden Sequenz und wendet Regeln von unten nach oben
an, bis man Axiome erhélt. Man lese die folgenden Beweise also von unten nach oben!

1. Fiir beliebige Formeln ¢, 1 ist folgendes ein SK-Beweis:

o = o, Y = o0 (= V)
g = oV Y= eVY (- =)
Slevie = 0 vy = 00
~(pVY) = o ~(eVy) = (= )

“(pVY) = A
2. Ein SK-Beweis, der nur Quantoren-Regeln verwendet:

R(e,d) = R(e,d)

(=3)

R(c,d) = Fz R(z,d) (7 =)
Yy R(c,y) = JxR(x,d) (=)
Vy R(c,y) = Vy3z R(z,y) (32)

3zVy R(z,y) = Yy3Iz R(z,y)

Bei den unteren beiden Schritten muss die Seitenbedingung eingehalten werden; bei
den oberen beiden Schritten nicht — deshalb diirfen wir hier die bereits benutzten
Terme (Konstanten) ¢ und d ,einfithren®. Es kommt also in diesem Beispiel auf die
Reihenfolge der Regelanwendung an. Wenn wir die zwei letzten (obersten) Regeln
(V=) und (= 3) zuerst (zuunterst) anwenden wiirden, hétten wir bereits ¢ und d
eingefithrt und diirften mit den anderen beiden Regeln wegen ihrer Seitenbedingung
kein weiteres ¢ bzw. d einfiihren.

3. Ein SK-Beweis, der Formeln im Antezedenz ,behélt“ (siehe Folie 11):
P(e), P(d) = P(¢)  P(c), P(d) = P(d)

= A)
P(c),P(d) = P(c)AP(d) V=)
Va P(x), P(c) = P(c) A\ P(d) =)

Va P(x) = P(c) A P(d)

Im untersten Schritt wendet man also die Regel (V =) auf Va P(x) an, ohne dieses
zu 16schen. Das ist zugelassen, denn I, o = A, 1)“ schliefit auch den Fall ¢ € T ein.
In diesem Beispiel kann man zwar auf das Behalten von (V =) verzichten, wenn
man die letzte (oberste) Regel (= A) zuerst (zuunterst) anwendet; fiir das Ableiten
anderer Sequenzen ist das Behalten aber essentiell. Dies ist im tibrigen auch der
Grund, warum die Linge von SK-Beweisen nicht exponentiell in der Lange der zu
beweisenden Sequenz beschrankt ist.
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T3.4 Beweis der Korrektheit des SK

Nach den Bemerkungen auf Folie 12 geniigt es zu zeigen, dass jede einzelne SK-Regel
korrekt ist, d.h. wenn die obere(n) Sequenz(en) giiltig ist/sind, dann auch die untere.
Dies haben wir jedoch bereits in T3.1 fiir die einzelnen Regeln gezeigt.

T3.5 Beispiele fiir die Vervollstandigung von T’

Der Beweis der Vollstdndigkeit des SK wird mittels Kontraposition gefithrt. Wir nehmen
also an, I' = A sei nicht ableitbar. Das Ziel ist zu zeigen, dass es ein Modell 2 =T U -A
gibt, wobei =A = {—¢ | ¢ € A}. Dieses Modell 2l méchten wir gern aus I' jablesen®.

(1) Wenn I' = {Q1(c), 7Q2(c), Jz P(z), P(c)} und A = {Q2(c), ~P(c)} wie auf Folie 14,
dann ist klar, wie man 2( aus I" ablesen kann und dass 2 = -A:
A = {a}

cm:a

P
PY = {a} c(@y,
i ={a}
Q=10

(2) Seinun I' = {Q1(c) V Q2(c), Iz P(z)} und A = {3z Q2(x), P(c),...}. Dann ist A
durch I' nicht eindeutig bestimmt, denn

(a) es gibt zwei Moglichkeiten die Disjunktion Qi(c) V Q2(c) zu erfiillen;
(b) es muss ein konkretes Element benannt werden, das 3x P(x) ,bezeugt*;
(c) damit 2 = —A, muss ein Element benannt werden, das 3z Q2(x) ,,bezeugt*.

Bevor man also 2 aus I' wie gewiinscht ablesen kann, muss man I' schrittweise wie
folgt erweitern:

(a) Man beobachte, dass eine der zwei folgenden Sequenzen nicht ableitbar sein
kann:

ru{Qi(o} = A (2)
Fru{@z(o)} = A (i)

Wiéren nédmlich beide ableitbar, dann auch I' = A (was im Widerspruch zur
Annahme steht):

PU{QiA} = A TU{Qa(c)} = A
TU{Qi(0) V Qo)) = A

Die Antezedenz der unteren Sequenz ist dabei gleich I', weil Q1(c) V Q2(c)
bereits in I' enthalten ist. Je nachdem, welche der Sequenzen (i) oder (i7) nicht

(V=)
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ableitbar ist, wird nun I" entsprechend erweitert. Wir nehmen o.B.d. A. an,
dass (7) nicht ableitbar ist, also erweitern wir I' zu

I = {Q1(c) V Qa(c), 3a P(), Qu(0)}.

Wenn wir die Formel 3z P(x) aus I' betrachten, missen wir ein Element
wfestlegen®, welches in A dafiir sorgt, dass 2 = Jx P(x). Dazu fithren wir eine
neue Konstante ¢, ein, die weder in I', noch in A auftritt, und beobachten,
dass I' U { P(cneu) } = A nicht ableitbar sein kann:

FTU{P(chen)} = A
Fru{3zP(z)} = A

3=)

Die untere Sequenz besagt aber wieder, dass I' = A ableitbar wire, was im
Widerspruch zur Annahme steht. Wir erweitern also I' zu

D= {Qu() V Qa(c), 3 P(2), Qu(c), Plcnen)}-

Nun ist zwar 2 im Sinne von Beispiel (1) durch I' eindeutig bestimmt, aber 2
macht noch nicht 3z Q2(z) € -A wahr. Man muss also I" noch mehr erweitern:
Wegen -3z Q2(z) € A ist I' U {3z Q2(z)} = A nicht ableitbar — denn wenn es
das wére, dann mittels (= —) auch I' = A. Also wird I wieder entsprechend
erweitert, und es sind wegen der neu hinzugekommenen Formel 3z Q2(z) mehr
Erweiterungen notwendig . . .

T3.6 Beweis des Kompaktheitssatzes

Theorem 3.10. Fiir alle Mengen von Sétzen I' C FO und Sétze ¢ € FO gilt:

(1) T ist erfiillbar gdw. jede endliche Teilmenge von I' erfiillbar ist.

(2) T'[= ¢ gdw. endliches I't C I existiert mit I = ¢.
Beweis. Da (1) mit den iiblichen semantischen Beziechungen aus (2) folgt (siehe Frage-
bogen), beschrianken wir uns darauf, (2) zu zeigen.

»<=" Folgt unmittelbar, denn jedes Modell von I' ist ein Modell jeder Teilmenge von

I', und nach Definition der Konsequenz ist dann auch jede Konsequenz von I' eine
Konsequenz jeder beliebigen Teilmenge von I'.

w="" Gelte I' = ¢. Dann ist die Sequenz () = {¢} aus der Formelmenge I folgerbar, d. h.

' =0 = {¢} (s. Folie 23). Wegen der Vollstandigkeit der I'-Erweiterung des SK
(Theorem auf Folie 23) ist die Sequenz ) = A in der I'-Erweiterung ableitbar. Jeder
SK-Beweis ist jedoch endlich, und dies gilt auch fiir die I'-Erweiterung. Betrachte
also einen endlichen SK-Beweis B fiir ) = A in der I'-Erweiterung. Dieser Beweis
kann nur endlich oft die I'-Regel anwenden und dabei nur endlich viele Elemente
p € I' verwenden. Sei [t die Menge aller verwendeten ¢ € I'. Dann ist B auch ein
SK-Beweis in der I'+-Erweiterung. Wegen der Korrektheit der I't-Erweiterung des
SK folgt nun It = 0 = {¢}, also It = . d
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T3.7 Beweis des Satzes uber unbeschrankte endliche Modelle

Theorem 3.12. Wenn ein FO-Satz ¢ beliebig grofie endliche Modelle besitzt (d. h. fur
jedes n > 0 gibt es Modell 20 mit |A| > n), dann hat ¢ auch ein unendliches Modell.

Beweis. Sei ¢ ein FO-Satz, der beliebig grofie Modelle besitzt. Setze
I' = {¢}U{¢p, | n >0}, wobei
Y = dxy - dxy /\ x; # x; fiir alle n > 0.
1<i<j<n

Die Sétze 1, besagen also: ,,Das Modell hat die Gréfle > n*; genauer: jede Formel 1, ist
genau in denjenigen Strukturen erfiillt, deren Universum mindestens n Elemente hat.
Um zu zeigen, dass ¢ ein unendliches Modell hat, geniigt es demnach zu zeigen, dass I'
erfiillbar ist (denn wegen der 1), miissen die Modelle von I" dann mehr Elemente haben
als jede natiirliche Zahl n). Wegen Kompaktheit (Thm. 3.10) geniigt es, die Erfiillbarkeit
jeder endlichen Teilmenge I's C I' zu zeigen. Betrachte ein solches I'r. Dann kommen darin
auch nur endlich viele der v, vor. Sei n die grofite Zahl mit 1, € I'r. Nach Annahme gibt
es ein Modell 2 von ¢ mit |A| > n. Offensichtlich ist 2 auch ein Modell von T'. 0

T3.8 Beweis Satz von Lowenheim-Skolem, aufsteigend

Theorem 3.13. Wenn ein FO-Satz ¢ ein unendliches Modell besitzt, dann gibt es fiir
jede Menge U ein Modell A von ¢ mit |A| > |U|.

Anmerkung. Die Menge U wird in der Formulierung des Satzes nur bendtigt, um
auszudriicken, dass es ,beliebig grofle unendliche Modelle gibt“. Genauer heifit das: fiir
jede Kardinalitat x gibt es ein Modell, das mindestens « viele Elemente hat. Da nach
dem Satz von Cantor (Diagonalisierung!) die Potenzmenge jeder Menge M méchtiger ist
als M selbst, gibt es unendlich viele Kardinalitdten (unendlicher) Mengen. Diese werden
alle durch die beliebige Menge U représentiert.

Beweis. Habe ¢ ein unendliches Modell 2 und sei U eine Menge. Sei {c, | u € U} eine
Menge von paarweise verschiedenen Konstanten, die nicht in ¢ vorkommen. Setze

I' = {p}U{cu #co | u,v €U, u# v} (%)
Es geniigt zu zeigen, dass I erfiillbar ist (denn dann muss wegen der ¢, # ¢, ein Modell

von I' mindestens |U| Elemente haben). Wegen des Kompaktheitssatzes ist es ausreichend,
die Erfillbarkeit jeder endlichen Teilmenge I'tr C I' zu zeigen. Betrachte ein solches I's. Sei

C ={cy |u €U und ¢, kommt in I'f vor}.

Da C' endlich ist, aber das obige Modell 2 von ¢ ein unendliches Universum A hat, gibt
es eine injektive Abbildung 6 : C' — A. Sei nun 2{ die Struktur, die man aus 2 erhélt,
indem man zuséatzlich setzt:

cg =0(cy) furallec, €C

Offensichtlich gilt 2A |= T. 0
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T3.9 Beweis Satz von Lowenheim-Skolem, absteigend

Theorem 3.15. Wenn ein FO-Satz ¢ ein Modell besitzt, dann hat ¢ auch ein endliches
oder abzéhlbar unendliches Modell.

Beweis. Hier konnen wir den (in der Vorlesung nur skizzierten) Vollstandigkeitsbeweis
des SK verwenden:

Sei ¢ erfiillbar. Dann ist die Sequenz {p} = () nicht giiltig. Wegen der Korrektheit des
(nicht erweiterten) SK ist diese Sequenz auch nicht ableitbar. Im Vollstandigkeitsbeweis
des SK wird fiir jede nicht ableitbare Sequenz I' = A ein endliches oder abzdhlbar
unendliches Modell fiir T' U —A, also fiir

/\F/\ /\ )

pEA

konstruiert, in diesem Fall also fiir ¢. A

T3.10 Nicht-Ausdriickbarkeit Zusammenhang via Kompaktheit

Theorem 3.17. Zusammenhang von ungerichteten Graphen ist nicht FO-ausdriickbar.

Beweis. Sei 7 = {F}. Angenommen, es gebe einen Satz ¢ € FO(7), der Zusammenhang
ausdriickt. Seien ¢, co Konstantensymbole. Fiir n > 0 definieren wir Formeln ,,, die
ausdriicken sollen, dass es keinen Pfad der Lange n zwischen ¢y und ¢ gibt, d. h.:

wn :—|<E|£L'0 E'I'n (Cl =20 N ca=xp N /\ E(in,.’L’i+1)>>

0<i<n

Wir setzen

I'={p} U {VaVy(E(z,y) = E(y,2))} U {¢n|n >0}

Behauptung. T ist erfiillbar.

Beweis der Behauptung. Wegen des Kompaktheitssatzes ist es ausreichend, die Erfiill-
barkeit jeder endlichen Teilmenge It C I' zu zeigen. Fiir ein beliebiges solches I sei
m maximal mit ¢, € I't. Dann ist die folgende Struktur mit einem Pfad der Lénge
m + 1 zwischen ¢; und cg ein Modell von I'f:
E E E E 2

O—0O0—0O0~—"0O - O+—0

Da nun I' ein Modell 2 hat, muss insbesondere 2 = ¢ gelten; somit ist der Graph (A4, E¥)
zusammenhéngend. Da auflerdem 2 |= ¢, fir alle n > 0, gibt es jedoch keinen Pfad von
€ A zu cd € A; ein Widerspruch. a
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T3.11 Keine Kompaktheit auf endlichen Modellen

Der Kompaktheitssatz fiir endliche Modelle wiirde lauten (Variante fiir Erfiillbarkeit):

Eine Menge I' von FO-Sétzen ist endlich erfiillbar gdw. jede endliche Teilmenge
von I' endlich erfiillbar ist.

Dabei bedeutet ,endlich erfiillbar®, dass die jeweilige Menge ein endliches Modell 2 hat.

Diese Aussage lasst sich jedoch wie folgt widerlegen. Betrachte dazu:

Yp = dxy, ...z, /\xz#x]
i#£]
L= {4 | n >0}

Jede endliche Teilmenge It C T ist endlich erfiillbar: wihle dazu ein beliebiges Modell 24
mit

|A| = max{n | ¢, € I}
Offensichtlich ist aber I' nicht endlich erfiillbar.

T3.12 Beispiel eines Ehrenfeucht-Fraissé-Spiels

Betrachte die Signatur 7 = { E'} fiir ein binéres Relationssymbol E, also die Signatur von
(gerichteten) Graphen. Das Spielbrett bestehe aus folgenden Strukturen.

EE %
& ™
E E

<

Ein moéglicher Spielverlauf ist:

A

Runde Spoiler  Duplicator

1 a1 by
2 by a4
3 as b3
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T3.13 Beispiele fiir partielle Isomorphismen

Betrachte die Strukturen 2(,B aus dem vorangehenden Beispiel. Dann ist

a; —b

e i1 ! ! ein partieller Isomorphismus
az — b3
a1 — b

e 0y ! 2 ein partieller Isomorphismus
ag +—r b3
al — b2 . . .

® i3: kein partieller Isomorphismus
ag +— bg
a1 —b

® 04: ! ! kein partieller Isomorphismus
ag +— by

T3.14 Beispiele fiir Gewinnstrategien in EF-Spielen

Wir verwenden weiterhin die Signatur 7 = {E'} fiir ein bindres Relationssymbol F, also
die Signatur von (gerichteten) Graphen.

Beispiel 1. Betrachte die folgenden Strukturen.

A B
B C(a)——(a) )5~ or

Dann konnen wir beobachten:

e Duplicator gewinnt Go(2,B). (Die ,leere“ Abbildung ist auch ein partieller Isomor-
phismus, denn sie kann die Eigenschaften eines Isomorphismus nicht verletzen.)

e Duplicator hat eine Gewinnstrategie fiir G1 (2, B), die sich wie folgt als Spielbaum

darstellen lasst:
/ ° \
ai az b1 by  Mogliche Ziige Spoiler
by by as a1 Antwort Duplicator

Dabei definiert jeder Pfad einen partiellen Isomorphismus, z.B. {a; — ba}.

e Spoiler hat eine Gewinnstrategie fiir Go(2, ), die sich wie folgt als Spielbaum
darstellen lasst:
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]
N

Zug Spoiler

b1 ba Moégliche Antworten Duplicator
ax as Zug Spoiler

SN N

b1 by by by Mogliche Antworten Duplicator

Dabei definiert kein Pfad einen partiellen Isomorphismus, z. B. {a; — ba, ag + ba}.

Beispiel 2. Betrachte die Strukturen aus den vergangenen beiden Beispielen:

E

T @000

EE

Dann konnen wir beobachten:
e Duplicator hat eine Gewinnstrategie fiir Go(2,B) und G; (A, B) (baue sie selbst).

e Spoiler hat eine Gewinnstrategie fiir Go(2,B), die sich wie folgt als Spielbaum
darstellen lasst:

I

by Zug Spoiler
‘// \
ay az as a4 Mogliche Antworten Duplicator

a4 ai a as Zug Spoiler
A N

Mogliche Antworten Duplicator

Wieder definiert kein Pfad einen partiellen Isomorphismus.
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T3.15 Beispiele fiir das EF-Theorem

Betrachte wieder die Strukturen aus dem letzten Beispiel:

E E
B
() (22) @)
E @ E
e Da Duplicator eine Gewinnstrategie fir G (2, B) hat, gilt wegen des EF-Theorems

fir alle FO-Sétze ¢ mit qr(e) = 1:

AE¢ gdw. By,

A

also z. B. fiir die Séatze
dx E(z,x), Vr(r=uz),

e Da Spoiler eine Gewinnstrategie fiir Go(2(,B) hat, gibt es wegen des EF-Theorems
einen FO-Satz ¢ mit qr(¢) = 2, durch den sich 2 und B unterscheiden lassen, z. B.:

¢ =JxVy-E(y,z)

T3.16 Beweis des Methodologie-Theorems

Theorem 3.21. Sei P eine Eigenschaft. Wenn es fiir jedes k > 0 Strukturen 24, B gibt,
so dass

1. A, € P und By ¢ P und
2. Duplicator hat eine Gewinnstrategie fiir Gy (A, Bx),
dann ist P nicht FO-ausdriickbar.

Beweis. Wir beweisen das Kontrapositiv. Sei also P FO-ausdriickbar mittels eines Satzes
. Wir miissen zeigen: es gibt ein k > 0, so dass fiir alle Strukturen 2, B gilt: Punkt 1
und 2 aus dem Methodologietheorem sind nicht beide erfiillt.

Wihle dafiir k& = qr(g). Seien 2, B beliebige Strukturen. Wenn Punkt 1 fiir 2 und B
nicht erfillt ist, dann folgt die Behauptung. Wenn jedoch Punkt 1 erfiillt ist, dann gilt
20 € P und B ¢ P. Das Ehrenfeucht-Fraissé-Theorem (vorletzte Folie) liefert dann, dass
Dugplicator keine Gewinnstrategie fiir G (21, B) hat — also ist Punkt 2 nicht erfiillt. O
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T3.17 Beweis der Nicht-Ausdriickbarkeit von EVEN und ODD

Theorem 3.22. EVEN und ODD sind nicht FO-ausdriickbar — weder in der Klasse aller
Strukturen noch in der Klasse der endlichen Strukturen (jeweils iiber einer beliebigen
Signatur 7).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir EVEN mittels des Methodologietheorems. Fiir
ODD ist die Argumentation analog.

Sei k > 0 beliebig. Wéhle Strukturen 2(; und 9B wie folgt:
e ;. hat 2k Elemente und R¥* = () fiir alle R € 7.
e B, hat 2k + 1 Elemente und R®* = () fiir alle R € .
Siehe Abbildung 2.

2As B3
Abbildung 2.: Strukturen 2 und B, fir k = 3

Offenbar ist Punkt 1 des Methodologietheorems erfiillt, denn 2(;, € EVEN und 28 ¢ EVEN.

Fiir Punkt 2 ist zu zeigen, dass Duplicator eine Gewinnstrategie fir Gi (2, By) hat.
Diese ist wie folgt:

e Nach dem ersten Zug von Spoiler in einer der beiden Strukturen wahlt Duplicator
ein beliebiges Element aus der jeweils anderen Struktur.

e In jeder weiteren Runde verfahrt Duplicator so: Wahlt Spoiler ein in einer fritheren
Runde gespieltes Element, dann antwortet Duplicator mit dem in derselben Runde
gespielten Element in der anderen Struktur. Wahlt jedoch Spoiler ein noch nicht
gespieltes Element einer Struktur, dann antwortet Duplicator wieder mit einem
beliebigen Element der anderen Struktur. Da |A| > k und |B| > k, ist das stets
moglich.

Offensichtlich entsteht auf diese Weise ein partieller Isomorphismus. A
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T3.18 Skizze der Gewinnstrategie fiir Zusammenhang

Sei k > 0. Wir wahlen ungerichtete Graphen 2y, B wie folgt:

20y, ist ein Kreis K7 der Linge 2* (also zusammenhingend).

B besteht aus zwei disjunkten Kreisen K, K3 der Lénge 2 (also nicht zusam-
menhéngend).

Siehe Abbildung 3.

TN Vo VanN

. I
K DN

1 2
L *t—>o ) Q[3 L *t—>¢ *t—»¢ 3 ) %3

Abbildung 3.: Strukturen 2, und 9B fir k£ = 3. Alle Kanten sind mit £ beschriftet.

Behauptung: Duplicator hat Gewinnstrategie fiir Gy (g, Bx).

Beste Spielweise von Spoiler und Duplicator:

In den ersten beiden Runden wahlt Spoiler ein Element in K5 und eins in Kj.

Duplicator muss in diesen Runden dann jeweils ein Element in K7 wéahlen. Diese
sind verbunden, im Gegensatz zu den von Spoiler gewédhlten Elementen; darum
kann Spoiler im Prinzip gewinnen. Duplicator kann jedoch den Sieg von Spoiler
so weit hinauszuzodgern, dass dieser nicht in den ersten £ Runden eintritt. Dazu
wahlt sie zwei gegeniiberliegende Elemente in K7, denn die beiden Pfade zwischen
zwei solchen Elementen haben die Léange 21, wohingegen es zwischen zwei nicht
gegeniiberliegenden Elementen immer einen kiirzeren Pfad gibt.

Die beste Strategie fiir Spoiler besteht nun in ,bindrer Suche“: Wahle ein Element
genau in der Mitte zwischen den von Duplicator gewéhlten, was die Strecke genau
halbiert. Auch in den folgenden Runden muss Spoiler die Strecke zwischen zwei am
wenigsten voneinander entfernten gewéhlten Elementen halbieren.

Auf jeden dieser Ziige von Spoiler antwortet Duplicator mit einem Element in Ko
oder K3, wobei sie dieselben Absténde einhélt wie Spoiler. Dies kann sie k Runden
lang durchhalten.

Dies ist noch kein Beweis fiir die obige Behauptung, denn die beschriebene Strategie von
Duplicator basiert auf der Annahme, dass Spoiler optimal spielt. Sie muss aber auch
funktionieren, wenn Spoiler nicht optimal spielt. Deshalb ist es wesentlich komplizierter,
die Gewinnstrategie fiir Duplicator zu beschreiben; siehe T3.19.

Man beachte auch, dass man hier nicht einfach einen Spielbaum zeichnen kann, denn
dessen Verzweigungsgrad ist durch die Anzahl der Elemente in den Strukturen bestimmt,
welche wiederum von k£ abhéngt, und dessen Wert ist beliebig.
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T3.19 Gewinnstrategie fir Zusammenhang

Lemma 3.23. Duplicator kann Gy (2, By) so spielen, dass nach ¢ Runden ein Spielstand
{(a1,b1),...,(a;,b;)} erreicht ist, so dass fir 1 < j < /¢ <i:

d(ajaaf) = d(bj,bg) oder d(aj,ag), d(b],bg) > 2k—i (*)

Anmerkung. Intuitiv gesprochen sagt die Bedingung (x), dass zwei Elemente in einer
Struktur (z.B. a;,ay) denselben Abstand haben wie die zugehorigen Elemente in der
anderen Struktur (b;, by) oder dass beide Absténde einen gewissen Schwellwert iiberschrei-
ten (2%7%). Dieser Schwellwert wird kleiner, je mehr Runden bereits gespielt wurden: mit
wachsendem 7 fillt der Wert 2%, Dies verdeutlicht, dass die ,,Unterscheidungskraft* von
Spoiler sinkt, je weiter das Spiel fortgeschritten ist.

Aus der Bedingung (*) des Lemmas lésst sich bereits eine konkrete Strategie fiir Duplicator
ablesen. Wir miissen dann nur noch zeigen, dass diese eine Gewinnstrategie ist. Die
Gewinnstrategie lasst sich so formulieren:

Wenn Spoiler ay wahlt, dann gibt es zwei Moglichkeiten:

e Alle schon gewéhlten Elemente a; sind ,weit genug weg“ (2. Teil ,,oder®).
Dann kann Duplicator by so wéhlen, dass alle schon gewahlten Elemente
b; ebenfalls ,weit weg® sind,;

e Mindestens ein gewéhltes Element ist ,nah* bei ay (1. Teil ,,oder*). Dann
kann Duplicator by, so wahlen, dass alle ,nahen“ Elemente denselben
Abstand zu a, haben wie ihre Bilder zu b, .

Was ,nah® bzw. ,weit“ ist, verdndert sich mit der Spieldauer (Schwellwert
2k=1). Die konkrete Wahl von by ist dann ungefihr wie bereits beschrieben.

Beweis. Beweis per Induktion tiber i.
Induktionsanfang. Fiir i = 0 ist (x) trivialerweise erfiillt.
Induktionsschritt.
Wir nehmen an, dass Spoiler im (i 4 1)-ten Zug ein Element a = a;4+; € A wihlt.
Die Wahl eines b = b;;.1 € B kann symmetrisch behandelt werden.
Unterscheide zwei Falle:
1. Es gibt ay, € {a1,...,a;} mit d(ap,a) < 2F=0F1 ((x)-Schwelle fiir 5 4 1)
Betrachte die Nachbarschaften Nyk—i(ap) und Nok—i(by). IV liefert fiir alle
aj,ap € {a,...,a;}:
(I) aj € Nok—i(ap) gdw. b; € Nok—i(bp)
(IT) Wenn aj,ay € Nok-i(ap), dann d(a;, ar) = d(bj, by).
Also gibt es Bijektion von Noyk—i(ap) auf Nok-i(by), die jedes a; € Nor—i(ap),
Jj €{1,...,i}, auf das entsprechende b; abbildet. Es gilt a € Nyx-i(ap). Sei b
das Bild von a unter der Bijektion. Dann gilt fiir alle a; € {a1,...,a;}:

(IIT) Wenn a;j € Nok-i(ap), dann d(aj,a) = d(b;,b).
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Duplikator wahlt dieses b als b; 1. Zu zeigen: fiir alle a; € {a1,...,a;} gilt:
d(aj,a) = d(bj,b) oder d(aj,a),d(b;,b) > 2~

Unterscheide 2 Falle:
a) aj € Nok—i(ap). Folgt direkt aus (III).
b) a;j ¢ Nor-i(an).
Offensichtlich gilt d(aj,an) < d(aj,a) + d(a,ap). Also auch

d(aj,a) > d(aj,ap) — d(a,ap)
> ok—t _ ok=(it1) (denn d(aj,ap,) > 2k~
und d(a, ap) < 2F-0+1D)
_ oh—(i+1)

Nach (I) gilt b; & Nox—:(by,). Mit (ITT) auch d(b, by,) < 2F~+D. Wir kénnen
also ganz analog zeigen, dass d(b;,b) > ok—(i+1),
2. Es gibt kein ay, € {ay,...,a;} mit d(ay,,a) < 280+,
Wir zeigen: es gibt ein b € B so dass d(b;,b) > 280+ fiir alle j € {1,...,i}.
Wihlt Duplikator dieses b als b;11, so ist () offensichtlich erfillt.
Seien by, ..., by, die Elemente von {by,...,b;}, die auf dem ersten Kreis in B
liegen, geordnet in der Reihenfolge auf dem Kreis. Angenommen, es gibt kein
b wie beschrieben. Dann gilt

d(bry, bry,,) < 2877 fiir 1 < £ <4, wobei by,,, = by,.
Also hat der Kreis hochstens
7: . 2k—i — 2k—i+1og(i) < 2k’
Knoten. Widerspruch. d
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T3.20 Korrektheit der Gewinnstrategie

Korollar 3.24. Duplicator hat eine Gewinnstrategie fiir Gy (x, By).

Beweis. Sei also k > 0 und seien G (g, By) die in T3.18 beschriebenen Strukturen.
Wenn Duplicator spielt wie in T3.19 beschrieben, dann ergibt das einen abschliefenden
Spielstand 0 = {(a1,b1),..., (ag,bk)}, fiir den wegen des vorangehenden Lemmas fiir
1<j<t<kgilt:

d(a]‘,az) = d(bj,bg) oder d(aj,ag), d(bj,bg) > 1 (*)

Wir miissen noch zeigen, dass ¢ ein partieller Isomorphismus ist.
e § ist eine Funktion:
Wenn a; = a; fiir ¢ # j, dann ist d(a;, a;) = 0, also mit (x) auch d(b;, b;) = 0, also
b; = b;.
e § ist eine Bijektion:
Nach Definition ist ¢ surjektiv. Fiir die Injektivitat betrachte a;,a; mit a; # a;.
Dann ist d(a;, aj) # 0, also muss wegen (*) auch d(b;, b;) > 0 sein, also b; # b;.

e J ist ein Isomorphismus:

(a,-,aj) S E* gdw. d(ai,aj) =1
gdw. d(bi,bj) =1 wegen (x)
gdw. (b;,b;) € E*
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T4.1 Korrektheit der Formel fiir Erreichbarkeit

Sei p(x,y) = VX (X(x) AV (X(2) NE(z2,2) = X (') — X(y)) und 7 = {E}, also

P(X)
die Signatur gerichteter Graphen. Intuitiv besagt

e (X), dass die Knotenmenge X unter E-Nachfolgern abgeschlossen ist;

e o(z,y), dass jede Knotenmenge, die z enthilt und unter E-Nachfolgern abgeschlos-
sen ist, auch y enthélt.

Behauptung: Fir alle 7-Strukturen 2( und Elemente a,b € A gilt
A = ¢la,b] gdw. es einen Pfad in 2 von a zu b gibt.

Beweis.
=" Gelte 2 = ¢[a, b]. Definiere folgende Menge R C A:

R = {a | es gibt einen Pfad in 2 von a zu a}

Da die Menge R abgeschlossen unter E-Nachfolgern ist, gilt 2 = ¢[R]. AuBlerdem
gilt a € R. Wegen 2 |= ¢[a, b] (Voraussetzung) gilt dann b € R. Nach Definition
von R gibt es demnach einen Pfad in 2 von a zu b.

w<=" Gebe es einen Pfad in 2 von a zu b. Sei R C A beliebig mit (i) a € R und (ii)
2A = [R]. Wegen (ii) ist R abgeschlossen unter Nachfolgern. Da es einen Pfad von
a zu b gibt, muss auch b € R sein. Also gilt 2 = ¢[a, b]. o

T4.2 Platzkomplexitat des Auswertungsalgorithmus

Lemma. 4.5 Der Algorithmus ausw benétigt
1. polynomiell viel Platz, wenn die Eingabe eine MSO-Formel ist;

2. exponentiell viel Platz im Allgemeinen.

Beweis. Die Eingabe sei eine Struktur 2 der Gréfle n und eine Formel ¢ der Grofle k.

1. (MSO)
In jedem Schritt ist eine Teilmenge von A zu speichern, z. B. iiber einen Bitstring
der Lénge |A| < n. Zudem ist die Rekursionstiefe nach wie vor durch die Ver-
schachtelungstiefe der Formel, also letztlich durch k beschréinkt. Dies liefert einen
gesamten Platzbedarf von O(n - k).

2. (SO)
In jedem Schritt ist eine Menge von ¢-Tupeln von Elementen aus A zu speichern.
Es gibt maximal n‘ solche Tupel; zudem ist ¢ < k (die Stelligkeit von in der Formel
vorkommenden Relationsvariablen kann natiirlich nicht gréfler sein als die Lénge
der Formel). Bei Rekursionstiefe & ist der Platzbedarf also O(n” - k). a
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T4.3 Zeitkomplexitat des Auswertungsalgorithmus

Lemma 4.6. Bei Eingabe einer Struktur 2 der Gréfle n und einer Formel ¢ der Grofie k
benétigt der Algorithmus ausw

1. Zeit O(n*), wenn ¢ eine FO-Formel ist;

2. Zeit 2°0"%) wenn ¢ eine MSO-Formel ist;

3. Zeit 2000™) im Allgemeinen.

Beweis. Der Zeitbedarf entspricht im Wesentlichen der Grofle des Rekursionsbaums,
also der Anzahl dessen Knoten. Wir miissen also jeweils die maximale Tiefe und den
maximalen Verzweigungsgrad bestimmen. In allen drei Féllen ist die Tiefe nach wie vor
durch k beschriankt (wie oben).
1. (FO)
Hier ist der Verzweigungsgrad durch n beschrankt, denn im Fall z v bzw. Vx ¢
muss fir jedes Element a € A ein Unteraufruf ausgefithrt werden, und |A| < n.
Damit hat der Baum maximal n* Knoten.
2. (MSO)
Hier ist der Verzweigungsgrad durch 2" beschrankt, denn im Fall 3X ¢ bzw. VX ¢
muss fiir jede Teilmenge B C A ein Unteraufruf ausgefithrt werden, und es gibt 2"
solche Teilmengen, da |A| < n. Damit hat der Baum maximal (2")* = 2"¥ Knoten.
3. (SO)
Hier ist der Verzweigungsgrad durch on’ beschrankt, wenn ¢ die maximale Stelligkeit
einer in ¢ vorkommenden Relationsvariable ist, denn im Fall 3X v bzw. VX ¢ muss
nun fiir jede Teilmenge B C A¢ ein Unteraufruf ausgefithrt werden. Da £ auch durch
die FormelgréBe k beschréinkt ist, hat der Baum maximal (27")% = 27k < on*
Knoten. a

T4.4 SO-Tautologien sind nicht rekursiv aufzahlbar

Theorem 4.8. Die Menge der Tautologien in SO ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis. Wir nehmen an, die Tautologien in SO seien rekursiv aufzahlbar. Wir wollen
zeigen, dass dann auch die erfillbaren Formeln in FO(7) rekursiv aufzahlbar wéren, wobei
7 die Signatur ist, die aus einem einzigen zweistelligen Relationssymbol R besteht. Da
dies ein Widerspruch zu Korollar 3.8 ist, muss unsere Annahme falsch sein, und die
Behauptung gilt.
Sei ¢ € FO({R}). Es gilt:

e ¢ hat ein Modell der Gréie n € N gdw.

o, — ARy giltig, wobei
(Pnzzlml...ﬂxn( /\ l‘i#l'j/\Vy\/y:xi).

1<i<j<n 1<i<n
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e ¢ hat ein unendliches Modell gdw.
Yoo = R giiltig,

wobel o die SO-Formel ist, die ausdriickt, dass ein Modell unendlich grof} ist (siehe
Beispiel auf Folie 9). Nach den Sétzen von Lowenheim-Skolem fiir FO braucht man
hier nicht zwischen unendlichen Modellen verschiedener Groéfle zu unterscheiden.

Unter der Annahme, dass die SO-Tautologien rekursiv aufzdhlbar seien, kann man nun
die erfiillbaren FO-Formeln wie folgt aufzéhlen:

e Zihle alle giiltigen SO-Formeln auf.
e Fiir Formel der Form ¢, — JR ¢ oder ¢, — IR ¢ mit p € FO({R}) gib ¢ aus.
Damit ist der gewiinschte Widerspruch hergestellt und die Annahme widerlegt. A

T4.5 Beispiel einer S1S-Struktur und -Formel

Betrachte folgende S1S-Struktur 2:

Von nun an werden wir nur noch die Nachfolgerfunktion s einzeichnen, nicht mehr die
Konstante 0 oder die Relation <. Die obige Struktur 2 stellen wir also abgekiirzt so dar:

P1 Pl
PQ P2

O——0——O0———C0——W>:
Es gilt A = Vz <P1 (x) v Pg(ac)) (d.h.: jedes Element ist entweder mit P; markiert oder
sein Nachfolger mit Py).
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T4.6 Beispiel fiir Strukturen vs. Worter, AlphabetgroBe n = 1

Sei n =1, also ¥; = {0, 1}. Dann gibt es nur ein einziges P;, namlich P, und
e wenn ein Element i mit P; markiert ist (also i € P{), dann entspricht das dem
Buchstaben 1 an Position ¢ im Wort;

e wenn ein Element i nicht mit P, markiert ist (also i ¢ PJ'), dann entspricht das
dem Buchstaben 0 an Position ¢ im Wort.

Die Struktur
P P

P1 Pl
O—O—@O—@—W=:
reprasentiert also das Wort 11101.

T4.7 Anmerkung zu , krummen* AlphabetgroBen

Die Alphabete >, = 0,1™ haben natiirlich 2" Elemente. Man kann aber trotzdem auch
Alphabete betrachten mit einer Anzahl von Buchstaben, die keine Zweierpotenz ist: Wenn
man z. B. an ¥ = {a, b, ¢} interessiert ist, dann trifft man zunéchst die Zuordnung

o) e () (o)

Dann muss man noch ausschlieffen, dass der nicht benétigte Buchstabe (}) nirgends
vorkommt. Dazu fiigt man jeder S1S-Formel das folgende Konjunkt hinzu:

3z (Py(2) A Pi(x))

Jede so erweiterte Formel hat nur Modelle, in denen (}) nicht als Markierung vorkommt.

T4.8 Beispiele MSO-definierter Sprachen

Im Folgenden wéhlen wir der Einfachheit halber n = 1, also 31 = {0, 1}. Wir verwenden
last(x) als Abkiirzung fiir s(z) = z, also eine Formel mit einer freien Variablen, die besagt,
dass das entsprechende Element (Position im Wort) das Wortende ist.

Beispiel 1
p1 = Pi(0) A Vz (((Pl(x)Aﬂlast(x)) = =Pi(s(z))) A
((=Pi(x) A —last(x)) — Pi(s(z))) A

last(z) = P () )
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Beachte: die Objektvariablen stehen fiir Elemente des Universums, also quantifiziert Vx
iiber die Positionen des Wortes.

Beispiel 2
0s = VX (X(O) A
vy ( ((X() A Hast(y) = =X (5()) 7
(- () n () = X (s(0)))
— vy (last(y) — ﬁX(y)))
L(ps) = {we=* | |w| ist geradzahlig}
Beispiel 3

03 = -3z (Pl(:c)/\ﬁpl(s(ﬂ”)))

vV =3z (ﬁP1(9C) A Pl(s(x)))

L(gs) = 0*1* U 1*0*

T4.9 Beweis Satz von Biichi-Elgot-Trakhtenbrot, ,, 1 = 2*

Behauptung: Wenn L regulir ist, dann L = L(p) fiir einen S1S-Satz .

Beweis. Wir wollen zeigen, dass man jeden nichtdeterministischen endlichen Auto-
maten (NEA) A in einen S1S-Satz ¢ umwandeln kann mit L(¢) = L(A). Sei also
A=(Q,%,q,A, F) ein NEA. Eine akzeptierende Berechnung von A auf einer Eingabe
w kann man auffassen als Beschriftung von w mit Zustinden aus @, die die Ubergangs-
relation einhélt.® Betrachten wir also z. B. den NEA

A a,b

und das Eingabewort w = aabaaba, so gibt es folgende Berechnung von A auf w:

w = aabaaba
00000012

5Dies ist eine Variante der iiblichen Definition von Akzeptanz iiber Pfade, siche auch , Theoretische
Informatik 1¢ [Sch17].)
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Diese Beschriftung stellt tatséchlich eine akzeptierende Berechnung von A auf w dar,
denn

e 0 (1. Markierung) ist der Anfangszustand von A;
(0,a,0) € A (1. Markierung, 1. Buchstabe von w, 2. Markierung);
(0,a,0) € A (2. Markierung, 2. Buchstabe von w, 3. Markierung);

e (1,a,2) € A (vorletzte Markierung, letzter Buchstabe von w, letzte Markierung);
o 2 ¢ I (letzte Markierung ist ein akzeptierender Zustand).

Wir definieren nun einen S1S-Formel ¢ 4, die ausdriickt, dass eine beliebige Beschriftung
eine akzeptierende Berechnung im Sinne der eben aufgelisteten Eigenschaften darstellt.
Dazu nehmen wir 0. B.d. A. an, die Zustandsmenge von A sei @ = {qo, ..., ¢n} und das
Alphabet sei %,,. Fiir jedes Zeichen a = (by,...b,) € X, verwenden wir eine Abkiirzung,
die besagt, dass sich an einer Position z im Wort das Zeichen a befindet:

Su@)= N ~Pz) A A Pi(x)
1<i<n 1<i<n
b;=0 bi=1

AuBlerdem verwenden wie die Abkiirzung last(x) aus dem vorigen Beispiel.

Wir definieren ¢ 4 wie folgt.

oA = 3@0---3Qm<

Qo(0) A
Vi <—|Iast(:1;) — \/ (Qz(x) A Sa(z) A Qj(s(:zz)))> A
(gi,a,q5)€A
vz <|ast(x) SV (@) Sa(:c)))> A
(%7{272]}6A
Ve N\ o(Qil@) A Qi)

0<i<j<m

Die Intuition hinter ¢ 4 ist folgende. Die einstelligen Relationsvariablen @); représentieren
alle diejenigen Positionen im Wort, die mit g; beschriftet sind. Dabei lduft ¢ von 0 bis
einschliefllich m, denn das Wort hat m Buchstaben an Positionen 0,...,m — 1, und die
Beschriftung hat eine Position mehr (siehe Beispiel). Die einzelnen Konjunkte in ¢4
besagen nun, dass

1. die Berechung von A in einem Startzustand beginnt,

2. die Ubergangsrelation eingehalten wird,

3. die Berechnung in einem akzeptierenden Zustand endet

(dieser kann keiner Position im Wort zugeordnet werden),
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4. die Beschriftung nicht ,entartet“ ist, also jede Position mit héchstens einem Zustand
beschriftet ist (,mit mindestens einem* folgt aus den vorhergehenden Konjunkten —
tiberzeuge Dich selbst!).

Man zeigt nun leicht:
we L(A) gdw. w e L(py) fir alle w € £*

Dazu muss man aus einer akzeptierenden Berechnung von A (Beschriftung von w) ein
S15-Modell fiir ¢ 4 konstruieren und umgekehrt. Das Beschreiben dieser Konstruktionen
ist eine gute Ubung fiir Euch. :) a

T4.10 Beispiel S1S-Normalform
Wir betrachten wieder ¥; = {0, 1}. Die folgende S1S-Formel ist in Normalform:
p = -3XIV(XCP A (Y CP) A succ(X)=Y)
V-IX Y (S(X CP) A Y CPA suce(X) =)

Man beachte dabei: die Konjunkte succ(X) =Y beinhalten, dass Y eine Einermenge ist;
deshalb bedeutet z. B. =(Y C Pj), dass an der Position, die durch Y représentiert wird,
nicht Pj steht.

Diese Formel entspricht der aus Beispiel 3 in T4.8: die beiden Disjunkte besagen, dass es
kein Infix 10 bzw. 01 gibt. Damit ist wieder L(p) = 0*1* U 1*0*.

T4.11 Beweis des Lemmas zur S1S-Normalform

Lemma 4.12. Jeder S1S-Satz kann effektiv in einen dquivalenten Satz in Normalform
gewandelt werden.

Beweis. (Skizze) Im Folgenden werden die notwendigen Schritte zur Herstellung der Nor-
malform an konkreten Beispielen verdeutlicht. Es ist vergleichsweise leicht, diese Schritt
allgemeingiiltig zu formulieren und zu zeigen, dass nach jedem Schritt die umgewandelte
Teilformel dquivalent zur urspriinglichen ist.

Schritt 1: Eliminieren der Symbole 0 und <

Zum Beispiel:

T
—
(=}
~—
Il

Jx (Vy—'(s(y):a:) A P,(x))

ax (X(t’) Az (X(2) = X (s(2)) A ﬂX(t))

~
AN
~
~
Il

In der ersten Zeile wird die Anfangsposition des Wortes dhnlich umschrieben wie in
den vorigen Beispielen die Endposition mittels last(x). In der zweiten Zeile stehen ¢
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und ¢’ fiir beliebige Terme (die aus Objektvariablen, dem Konstantensymbol 0 und der
Nachfolgerfunktion s gebildet werden konnen). Die rechte Formel besagt, dass es eine
Menge von Positionen gibt (X), die ¢’ enthélt, abgeschlossen unter Nachfolgern ist (also
yinduktiv® alle Positionen hinter ¢’ enthélt) und nicht ¢ enthélt. Das ist natiirlich genau
dann der Fall, wenn Position ¢ vor ¢’ liegt.

Schritt 2: Schachtelung von s eliminieren

Zum Beispiel:
x=35(s(s(y))) = Jz1 32 (zl =s(y) N z2=38(z1) N = 8(22)>

Mit anderen geschachtelten Vorkommen von s, z.B. in P;(s(s(s(y)))), wird ganz analog
umgegangen.

Schritt 3: Umschreiben atomarer Formeln, so dass nur noch Atome der folgenden
Formen vorkommen

Zum Beispiel:
P(s(z)) = Jy(y=s(z) A P(y))

Schritt 4: Eliminieren von Objektvariablen (z,...) in Quantoren und Atomen.

Dazu definieren wir eine Formel Einer(X) mit einer freien einstelligen Relationsvariablen
X, die ausdriickt, dass die entsprechende Menge eine Einermenge ist — dass erreicht man,
indem man fordert, dass diese Menge genau eine echte Teilmenge hat:

Einer(X) = Y (YCX A (Y =X) A ¥Z(ZCX — Z=X V Z=Y)), wobei
X=Y = XCYAYCX
Beispiele fiir Schritt 4 sind nun:
Tz P(x) = 3X (Einer(X) A X C P,)

VxEIy(s(:c):y A Z(y)) = VX(Einer(X) — EIY(Einer(Y) Asucc(X)=Y A YgZ))

(1)

T4.12 Beweis Satz von Biichi-Elgot-Trakhtenbrot, ,,2 = 1*

Behauptung: Fiir jeden S1S-Satz ¢ ist L(y) regular.

Beweis. Sei ¢ ein S1S-Satz. Wegen des vorangehenden Lemmas kénnen wir o. B.d. A.
annehmen, dass ¢ in Normalform vorliegt. Wir wollen nun induktiv iiber den Aufbau von
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¢ einen NEA A, konstruieren, der L(¢) erkennt, also mit L(A,) = L(y). Dazu miissen wir
auch Teilformeln von ¢ betrachten, die in der Regel freie Relationsvariablen haben. Diese
werden genauso behandelt wie die P;: beispielsweise hat die Formel 3X (XCY AP, CY)
eine freie Relationsvariable (Y') und ein Relationssymbol (P;) und definiert damit eine
Sprache iiber ¥y = {0,1}2.

Wir konstruieren nun A, induktiv wie folgt.

Induktionsanfang.

Laut Definition der Normalform gibt es zwei mogliche Formen von atomaren
Formeln:

e p=XCY
Dann ist das Alphabet ¥ = {0,1}2 und es gilt

b by,
L(p) = {w = (b’1> (b’) ‘ wenn b; = 1, dann bg = 1},
1 n

also ist A, wie folgt:

Ay

—~O ©. (). ()
o o =succ(X)=Y

Dann ist das Alphabet wieder X9 = {0,1}? und es gilt
b1 by,
= o= () ()

also ist A, wie folgt:

es gibt k mit by =1, by, =1,
b; = 0 fiir alle j # k, }

by =0 fiir alle j # k + 1

Induktionsschritt.

Wir nehmen die reduzierte Form an, d. h. wir brauchen nur die Operatoren —, A, 3X
zu betrachten und kénnen auf V, VX verzichten (siehe Teil 2, Grundlagen FOL).
*p="9
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen NEA Ay, mit L(Ay) = L(v).
Da L(y) = L(v)) (Semantik der Negation), suchen wir einen NEA A, mit
L(A,) = L(Ay). Diesen konnen wir konstruieren, indem wir A, mittels Potenz-
mengenkonstruktion in einen DEA umwandeln und dann dessen akzeptierende

und nicht-akzeptierende Zustinde vertauschen (Theoretische Informatik 1,
[Sch17]).
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* o =UY1 N
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen NEAs Ay, mit L(Ay,) = L(v;) fiir
i = 1,2. Die Semantik der Konjunktion legt nahe, dass (x) L(y) = L(11)NL(12)
ist und wir deshalb einen NEA A, suchen sollten mit L(A,) = L(Ay,) N
L(Ay,). Dazu kénnten wir den Produktautomaten konstruieren (Theoretische
Informatik 1, [Sch17]).
Allerdings ist () nicht ganz korrekt, denn die freien Variablen in 11 und )9
miissen nicht iibereinstimmen. Hat also z. B. 17 die freien Variablen X1, Xo
und o die freien Variablen X5, X3, so hat ¢ die freien Variablen X1, Xo, X3.
Damit ist L(¢) iiber einem anderen Alphabet ({0,1}%) definiert als die L(3;)
(Alphabet {0,1}?).
Um die Produktkonstruktion anwenden zu konnen, miissen wir also zunachst
die NEAs Ay, so erweitern, dass ihre Alphabete gleich sind und alle freien
Variablen in ¢ beriicksichtigen. Im obigen Beispiel mit 2 bzw. 3 freien Variablen
muss man also jeden Ubergang

()
(D——)

in Ay, ersetzen durch die Uberginge:

& (). () @

Der gesuchte NEA A, ergibt sich dann mittels Produktkonstruktion aus den
modifizierten NEAs Ay, und man kann leicht zeigen, dass L(A,) = L(yp).

e o =3Y (Y, X1,...,X,) (hier sind die freien Variablen relevant)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen NEA A, tiber dem Alphabet
Yn41 mit L(Ay) = L(t). Daraus erhélt man den gewiinschten Automaten A,
iiber dem Alphabet ¥, durch folgende Modifikation: Ersetze jeden Ubergang

bo
bn

in Ay durch:

Das Weglassen der Komponente bg ist korrekt, denn die Interpretation von Y
ist fur ¢ irrelevant. 4
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Man beachte, dass die Konstruktion im letzten Fall (3) unter Umstédnden aus einem
DEA einen NEA macht, denn es kann vor dem Loéschen von by zwei Ubergéinge zu zwei
verschiedenen Zustdnden gegeben haben mit zwei Zeichen, die sich nur durch den Wert
von by unterscheiden, z. B.:

0

; ’
Dadurch muss man im schlimmsten Fall fiir jede Negation erneut die Potenzmengen-
konstruktion anwenden, welche jedes Mal den Automaten exponentiell vergréfiern kann.

Im schlimmsten Fall wird der Automat also nicht-elementar grofier: fiir eine Formel ¢
der Lénge n kann die Anzahl der Zusténde im Automaten A, so grofl werden:

22--2"} Hohe n

T4.13 Beispiel fiir die Konstruktion im vorangehenden Beweis

Sei ¢ = IX IV (X CP AYCPy A suce(X) :Y). Die Sprache L(¢) C %, ist:
M

(o) 6)) - (6)26))

Zur Erinnerung: jedes Relationssymbol P; und jede freie Relationsvariable X,Y wird
durch ein ,Bit“ repriasentiert. Die Reihenfolge legen wir dabei fest als X, Y, Py, Ps.

Wir beginnen mit den Automaten fiir die atomaren Teilformeln X C P, Y C P,
succ(X) =Y, welche jeweils zwei freie Variablen bzw. Relationssymbole haben; also ist
das Alphabet ebenfalls ¥o. Wir schreiben ab jetzt die Bitstrings horizontal, also z. B.
(0,1) statt (7).

Axcp Aycp, Asuce(x)=y
(0,0) (0,0)
~(Ooen oo
(1’1) (1,1) (170) (071)
(0,0) (0,0)
Um den Automaten fiir die Konjunktion 1 zu bilden, miissen wir zuerst fiir die bisherigen
Automaten das Alphabet auf ¥4 erweitern, denn in 1 kommen alle 4 Relationsvariablen

und -symbole XY, P;, P, vor. Da die hinzugekommenen Bits beliebige Werte annehmen
koénnen, schreiben wir an diesen Stellen der Einfachheit halber ,x“ Beispielsweise steht
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»(0,%,0,%)“ fur ,,(0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,1,0,0), (0,1,0,1)“ Man beachte, dass diese
Positionen von der jeweils hinzugenommenen Variable abhingen (also Y, P, und damit
Position 2,4 bei A’y p,, X, P und damit Position 1,3 bei Ay p, usw.).

!/
T T

0,%1,* *0,%1
@( w1 *) @ E*J,*,lg (170’*7*) (0 1.% *)

(17 bl ) B
(O’O?*7*) (070’*?*)

Nun kénnen wir den Produktautomaten der drei obigen Automaten bilden (die Produkt-
konstruktion ldsst sich bequem auf mehr als 2 Automaten iibertragen):

Ay

(1,0,1,%) (0,1,%,1)
(0707*7*) (0707*7*)

Im letzten Schritt verarbeiten“ wir die beiden Existenzquantoren gleichzeitig und bilden
den Automaten fiir ¢ durch Projektion auf die zwei in ¢ vorkommenden Relationssymbole
Py, P, (also auf Positionen 3 und 4 in den Bitstrings):

Ap

(1,%) (*,1)
(*’*) (*7*)

Offensichtlich erkennt dieser NEA die Sprache L(y).

T4.14 Beispiele sternfreier Sprachen

=0 170" = ¥*01%*
et} = Ufa}-> (10)* = (Z#00F N TFIDF 113°0) U {e}
acl

Dabei bedeuten

¥*01X* Infix 01 ist verboten

3*00%* Infix 00 ist verboten, d. h. auf jede 0 folgt eine 1
Y*11¥* Infix 11 ist verboten, d. h. auf jede 1 folgt eine 0
13*0 das Wort beginnt mit 1 und endet mit 0
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T4.15 Beispiele fiir LTL-Formeln im Verifikations-Szenario

e ,Der Wartezustand wird nur durch Ausfithren des kritischen Bereichs beendet*:

A (Wi - OWiv 4))
1€{1,2}

e ., Wenn Prozess i im kritischen Abschnitt ist und Prozess i = 3 — i darauf wartet,
dann betritt Prozess 7 den kritischen Bereich, sobald Prozess i ihn verlisst“:

A D((AAWs) > AU A;)
ie{1,2}

T4.16 Beispiele zur LTL-Semantik; Aquivalenzen

Zeichnet das Folgende zur Veranschaulichung selbst in lineare Strukturen ein:
e Wenn 2,2 = p und A, n [ p fir alle n # 2, dann A, 1 = Op und A, n = Op fir
alle n # 1.

e Wenn 2,4 = p und A, n j~ p fir alle n # 4, dann A, n = Op fir alle n < 4 und
2A,n = Op fir alle n > 4.

e Wenn 2 n |=p fiir alle n > 3 und 2, n = p fiir alle n < 3, dann 2, n = Op fiir alle
n >3 und A, n FE Op fir alle n < 3.

e Wenn 2,n | p fir alle 1 <n < 3 und 2,4 | ¢, dann A,n = p U ¢ fir alle
1 <n<A4.

Es gelten folgende Aquivalenzen:

S =trueld ¢ mit true =pV —p
Op = =0

Es gentigen also eigentlich () und U als einzige temporale Operatoren.

T4.17 Beispiel fiir initiale Aquivalenz

Die LTL-Formel
e=0(p—pUq)

besagt, dass fur jeden (O) Zeitpunkt n gilt: wenn 2, n = p, dann gibt es einen Zeitpunkt
m > n mit A, m = ¢ und fir alle Zeitpunkte k ,,dazwischen“ (U) gilt A, k |= p. Sie ist
initial aquivalent zur F1S-Formel (mit einer freien Variablen, wie {iblich unterstrichen)

v(z) =Vy <(y2$/\P(y)) — Jz (z >y AQ(2) ANVu (y §u<z—>P(u)))>,

wobei ,,y > x“ flir ,x < y V z = y“ steht; analog fir ,,z > y“ und .y < u < z“
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T4.18 Beweis des Lemmas LTL — F1S

Lemma 4.19. Zu jeder LTL-Formel ¢ existiert eine initial &quivalente F1S-Formel ¢ (z).

Beweis. Wir geben eine Ubersetzung an, die jeder LTL-Formel ¢ eine S1S-Formel ()
mit einer freien Variable zuordnet. Dabei gehen wir induktiv {iber die Struktur von ¢

pi(z) = Pi(x)

“o(r) = ()
PAD(x) = P(x) A(z)
PVi(z) = Pz) V()
Oplz) = Fy(y=s(x)Aoy)

Sp(x) = Ty (z<yApy))

Op(z) = Vy(z<y— o(y))
pUD() = Ty (v <yAdy) AVz (3 <2<y — p(2)))

In den letzten 4 Féllen ist dabei y jeweils eine neue Variable, und die Atome mit ,, <
sind dabei wieder Abkiirzungen wie im vorangehenden Beispiel.

Man kann nun leicht per Induktion zeigen, dass fiir alle LTL-Formeln ¢ gilt: ¢ ist initial
aquivalent zu (). a

T4.19 Zur ESO-Definierbarkeit von ,,Hamiltonkreis*

Die folgende Formel definiert die Klasse HK aller ungerichteten Graphen, die einen
Hamiltonkreis haben.

puk = 3IL3S (L ist strikte lineare Ordnung A

alle Elemente des Universums kommen in L vor A
S ist die direkte Nachfolgerrelation von L und

verbindet zusétzlich das grofite L-Element mit dem kleinsten A
vavy (S(z,y) > B(z,y)))

Dabei sind L und S binidre Relationsvariablen; alle Konjunkte sind offensichtlich durch
FO-Formeln definierbar, die L und S wie Relationsvariablen behandeln.

Um dies an einem Beispiel zu illustrieren, betrachte den ungerichteten Graphen G im
linken Teil des unteren Bildes (den man dquivalent als Struktur 20 mit symmetrischer
binérer Relation E auffassen kann). Dieser Graph hat einen Hamiltonkreis: im mittleren
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Teil des Bildes ist die strikte lineare Ordnung L eingezeichnet, allerdings der Ubersicht-
lichkeit halber ohne transitive Hiille. Im rechten Teil ist die Relation S eingezeichnet, die
gleichzeitig den Hamiltonkreis reprasentiert.

Wir wollen nun beweisen, dass HK durch ¢k definiert wird, also dass gilt:

A= (A,E*) e HK gdw. A= pouk

Beweis.
»=>" Angenommen, der ungerichtete Graph 2 = (A, E%) enthilt einen Hamiltonkreis

H = {{ao,a1}, ..., {an—1,an}, {an,a0}}.
Erweitere nun 2 durch die bindren Relationen

S* = {(ag,a1), .-, (an—1,an), (an,a0)} (wie H, aber gerichtet)

L* := transitive Hiille von S.

Man priift nun leicht, dass alle FO-Konjunkte von ¢k in 2 erfiillt sind. Deshalb wird
durch S und L* eine Zuweisung 3 bestimmt, unter der die gesamte Konjunktion,
als SO-Formel aufgefasst, erfiillt ist. Folglich gilt 2 = pnk.

»<=" Angenommen 2 = ppk. Seien S* und L* Relationen, so dass alle FO-Formeln in
ok erfiillt sind. Dann ist S* ein Hamiltonkreis in 2 = (A, E*):

o S% ist ein Kreis, da S* die direkte Nachfolgerrelation der strikten linearen
Ordnung L* ist und zusitzlich deren groBtes Element mit dem kleinsten
verbindet.

e S% enthélt nur Kanten aus E.
e S% enthilt alle Knoten aus A, weil L* alle Knoten enthélt.

o S% enthilt jeden Knoten hochstens einmal, weil anderenfalls L* keine strikte
lineare Ordnung wére.

a
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T4.20 Beispiel fiir die Kodierung einer Struktur als Wort

Sei A = (A, R*) eine Struktur mit einem zweistelligen Relationssymbol R wie folgt.
R
=0 ()
R R||R
R
() (@)or
Dann wird die Relation R* durch folgendes Wort kodiert:
wr=1110000100010101
Dabei stehen die 16 Bits in dieser Reihenfolge fiir die Paare

(ar,a1) € RY, (a1,a2) € RY, (a1,a3) € R¥ ..., (ag,a3) ¢ RY, (ag,a4) € RY.

Die gesamte Struktur wird dann so kodiert:

T4.21 Datenkomplexitiat von ESO

Lemma 4.27. Jedes ESO-definierbare Problem K ist in NP.

Beweis. Sei K definierbar durch einen ESO-Satz ¢k . Das Entscheidungsproblem K ist
dann dquivalent zu folgendem Problem:

Gegeben:  Struktur 2

Frage : Gilt A = g ?
Dies ist nichts anderes als das Auswertungsproblem, wobei ¢ i fest ist, also unabhéngig von
der Eingabe, Es geniigt also zu zeigen, dass ESO-Auswertung beziiglich Datenkomplexitét
in NP ist (deshalb der Zusatz ,,mit anderen Worten“ auf der Folie).

Sei ¢ = Ry - -- AR, ¢ der fixierte auszuwertende ESO-Satz mit ¢ € FO. Wir verwenden
den folgenden Algorithmus, der eine Struktur 2 als Eingabe verwendet:
1. Bestimme nichtdeterministisch Relationen R}, ..., R¥ passender Stelligkeit.

2. Uberpriife mit dem Auswertungsalgorithmus ausw aus Teil 2 (Pridikatenlogik
1. Stufe), ob die um diese Relationen erweiterte Struktur 2 den FO-Satz ¢ wahr
macht. Wenn ja, gib ,erfiillt“ aus, sonst ,nicht erfillt®

Der zweite Schritt ist deterministisch; da ¢ fixiert ist, kann er in Polynomialzeit ausgefiihrt
werden (siehe Datenkomplexitiat von FO). 0
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T4.22 Reprasentation der Schrittzahler und Bandpositionen

Wenn die Eingabestruktur 2 durch ein Wort wg repréasentiert wird, kann Polyzeit-
Turingmaschine M maximal |wy|¥ viele Berechnungsschritte durchfiihren. Fiir jeden
Schritt muss die aktuelle Konfiguration festgehalten werden, die neben dem aktuellen
Zustand auch aus dem Schrittzihler (Werte 0, . .., |wy|¥ — 1) und dem Inhalt des Bandes
an den maximal |wg|* Bandpositionen besteht. Da es in 2 nur |A| viele Elemente gibt,
miissen wir Schrittzdhler und und Bandpositionen durch Tupel @ von Elementen von 2
ausdriicken. Dafiir wihlen wir &’ so, dass |A|* < |wg|¥, also dass es mindestens so viele
Tupel gibt wie benotigt.

Um in der Struktur festzuhalten, welches Tupel welcher Zahl aus {0, ..., |wy|* — 1}
entspricht, verwenden wir zusétzlich eine strikte lineare Ordnung iiber A*. Diese repri-
sentieren wir mittels einer 2k’-stelligen Relationsvariable L wie folgt.

Ylin = 3L (L ist irreflexiv, antisymmetrisch, transitiv
A YTVyY (f #7— (L(z,y) Vv L(7, :::)))),

wobei T,7 jeweils k’-Tupel von Variablen sind und die fehlenden FO-Formeln wieder
leicht einzusetzen sind. Um nun mittels L die Zahlen O, ..., \wm\k — 1 zu reprasentieren,
bendtigt man noch die Nachfolgerrelation auf L, die man wie folgt definieren kann:

onF = L(Z,y) A =3z (L(T,2) A L(Z,7))

Nun koénnen wir mittels eines Tupels T Schrittzdhler und Bandposition représentieren.

T4.23 Konjunkt 1o im Beweis von Fagins Theorem

Das Konjunkt ¢, der FO-Formel v soll sicherstellen, dass Bandsymbole und Zusténde
eindeutig sind, d.h., an jeder Bandposition (reprisentiert durch ein k’-Tupel p) steht
zu jedem Zeitpunkt der Berechnung (Schrittzéhler, repréisentiert durch ein k’-Tupel )
hochstens ein Zeichen a; des Arbeitsalphabets (repréasentiert durch eine k'-stellige Re-
lationsvariable Tj,), und wenn dort der Schreib-Lese-Kopf steht, dann in hoéchstens
einem Zustand (représentiert durch eine k’-stellige Relationsvariable Hy,); aulerdem
kann der Schreib-Lese-Kopf dann an keiner weiteren Position p’ stehen. Dies kann wie
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folgt ausgedriickt werden:

Yok = va< \/ (Tal(p,t)/\ A —\Taj(p,t)>> A
1<i<p 1<5<p
J#i
Vi 3p< \V (qup,t)A A ﬁqu<p,t))
1<i<m 1<j<m
J#i
A VP (Mqu A ﬂHqi(p’,t)>>
1<i<m

Die iibrigen Konjunkte von v lassen sich analog konstruieren; dabei ist i, am technischs-
ten, dann dazu miissen Addition und Multiplikation von natiirlichen Zahlen ESO-definiert
werden. Weitere Details kann man z. B. in [EF99, Imm99] nachlesen.
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Anhang
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Griechische Buchstaben

Kleinbuchstaben

QU alpha
B e beta
0 2 gamma
0 e e e delta
€ et epsilon
G zeta
7 PP eta
B0 e theta
PP iota
B e kappa
PR lambda
7 my
e ny
e xi
O e omikron
T e e e e e e e pi
2 rho
o 75K sigma
e e e e e e tau
U ettt e e e e e e e e e e e ypsilon
Dy D e e phi
X ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e chi
L P psi
U e e e e e omega
GroBbuchstaben

PP Gamma,
A Delta
O Theta
L Lambda
T Pi
T e e Xi
PP Sigma
0 Ypsilon
D Phi
B Psi
) Omega

Die iibrigen griechischen Grofibuchstaben werden genauso geschrieben wie die entspre-
chenden lateinischen.
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