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1. (25%) Beweise oder widerlege:
a) Sei I eine beliebige FO-Theorie. Dann gilt Vz (z = x) € T
b) Wenn I'y und I'y FO-Theorien sind, dann ist auch I'y U Ty eine FO-Theorie.
c) Wenn I'y und I'y FO-Theorien sind, dann ist auch I'y N T’y eine FO-Theorie.
d) Wenn I' eine FO-Theorie ist, dann ist auch {—¢ | ¢ € I'} eine FO-Theorie.

e) Wenn I eine vollstdndige Theorie ist, dann gilt:
@V €T genau dann, wenn ¢ € I" oder ¢ € T".

2. (25%)
a) Gib jeweils einen SK-Beweis fiir die folgenden Sequenzen an:

(i) ¢, (WVI) = (pAD), (pAY)
(i) Yz P(x) = —3Jz—-P(x)
(iii) Vz R(z, f(x)), VzVy (-R(z,y) V R(z,x)) = VYa R(z,x)

b) Zeige, dass die folgende Sequenz nicht giiltig ist:

Ve Vy (=R(z,y)V R(y,z)) = Vo R(z,x), VeVyVz (=R(z,y)V-R(y,2) V R(z, 2))

3. (25%) Man kann den Sequenzenkalkiil um zusétzliche Regeln erweitern, die es
erlauben, Beweise abzukiirzen. Die neuen Regeln miissen natiirlich korrekt sein, um
die Korrektheit des Kalkiils als Ganzes nicht zu zerstoren. Entscheide, ob die folgenden
Regeln korrekt sind, ob also gilt: wenn die Sequenzen in der oberen Zeile giiltig sind,
dann auch die Sequenz in der unteren Zeile. Wenn das der Fall ist, gib einen Beweis
dhnlich wie im Korrektheitsbeweis des SK an. Wenn die Regel nicht korrekt ist, gib
die Ableitung einer nicht giiltigen Sequenz als Gegenbeispiel an.

a) P?QDI :>'¢1 F7902 :>1/}2
01V = Y1 Vi

b) [0 =41 T, 02 = 19
I o1 V2 = Y1 Aho

C) F)S0:>¢ Pv_‘@jw
I'=q

Bitte wenden.



4. (25%) Betrachte die Signatur 7 = {E'} von gerichteten Graphen, wobei E ein binéres
Relationssymbol ist, das die Kanten des Graphen représentiert. Eine 7-Struktur 2(
(also ein Graph) ist 2-farbbar, wenn man ihre Elemente mit zwei Farben rot und
grin einfarben kann, so dass die Endpunkte jeder Kante unterschiedlich gefarbt sind
—d.h., wenn es eine Abbildung f : A — {r, g} gibt, so dass fiir alle (a,b) € E? gilt:
f(a) # f(b). Es ist bekannt (und leicht einzusehen), dass ein Graph 2-farbbar ist gdw.
er keinen Kreis ungerader Lange enthalt.

Beweise, dass 2-Farbbarkeit keine FO-ausdriickbare Eigenschaft ist. Benutze dazu das
Kompaktheitstheorem. Gehe so vor:

e Nimm an, es gebe eine Formel ¢, die ausdriickt, dass es keinen Kreis ungerader
Lénge gibt.

e Finde eine unendliche Formelmenge I' mit ' = ¢ und zeige, dass ¢ nicht Konse-
quenz einer endlichen Teilmenge It C I' sein kann.

e Folgere mit dem 2. Teil des Kompaktheitstheorems, dass 2-Féarbbarkeit nicht
FO-ausdriickbar sein kann.

5. Zusatzaufgabe (20 %) Sei 7 eine beliebige endliche Signatur. Im Folgenden sollen alle
Strukturen und Sétze stets die Signatur 7 verwenden.

a) Zeige, dass die Menge aller endlichen Strukturen rekursiv aufzahlbar ist.

b) Verwende a) um zu beweisen, dass die Menge aller FO-Sétze, die ein endliches
Modell haben, rekursiv aufzdhlbar ist.

c) Verwende Trakhtenbrots Theorem um zu beweisen, dass die Menge aller FO-Sétze,
die kein endliches Modell besitzen, nicht rekursiv aufzdhlbar ist.

Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass die Menge der FO-Sétze in der Signatur 7
rekursiv aufzéhlbar ist.



