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3. Aufgabenblatt fiir die Vorlesung
,Logik*

Aufgabe 1: 28%

Gegeben sei die folgende Struktur 2, wobei R und S binére Relationssymbole sind:

(a) Gib fiir jeden der folgenden Sétze p; an, ob A = ;. (12%)
(i) #1 =VaIy (R(z,y) v S(z,y))
(ii) 2 =3z (R(z,y) v S(z,y))
(iil) @3 = JzIy3zTu (R(x,y) A R(y, z) A R(z,u) A R(u,x))

(iv) @4 =VaVyvz ((R(z,y) AR(y,2)) =z =z)
(b) Gib eine Formel ¢(z) an so dass (16%)

(i) 2,8 = ¢(x) genau dann, wenn B(z) € {1,2}
(ii) A, B = ¢(z) genau dann, wenn B(z) € {2, 3}

Aufgabe 2: 24%

Betrachte die Struktur 91 = (N, +,-,0, 1) aus der Vorlesung. Gib FO-Sétze an, die die folgenden Aussagen beschrei-
ben:

(a) fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: es gibt eine Primzahl zwischen n und 2n (Satz von Bertrand);

(b) jede ungerade Zahl grofer 1 ist Summe von fiinf oder weniger Primzahlen (Satz von T. Tao);

(c) es gibt beliebig groBe Absténde zwischen aufeinanderfolgenden Primzahlen.
Die in der Vorlesung eingefithrten Abkiirzungen Prim(z) und & > y diirfen verwendet werden. Werden zusétzliche
Abkiirzungen verwendet, so miissen diese auch definiert werden.
Aufgabe 3: 24%

Betrachte nochmals die Struktur 2 aus Aufgabe 1. Verwende den Auswertungsalgorithmus fiir Pridikatenlogik,
um zu entscheiden, ob folgende Modellbeziehungen gelten:

(a) 2,1 = o Rx,y) mit fi(y) = 1
(b) 2,8z k= Vy (R(x,y) v S(x.y)) mit fo(x) = 2

Aufgabe 4: 24%
Das Spektrum eines FO-Satzes ¢ ist die Menge aller natiirlichen Zahlen n, so dass ¢ ein Modell mit einem Universum
der GroBe n besitzt. Zeige:

(a) 0 und N\ {0} sind jeweils das Spektrum eines FO-Satzes

(b) {2} ist das Spektrum eines FO-Satzes.

(¢) {n € N|n ist gerade} ist das Spektrum eines FO-Satzes.

Die Sitze diirfen iiber einer beliebigen Signatur formuliert sein.

Aufgabe 5: 25% (Zusatzaufgabe)

Ein Baum hat die Form B = (V,w, <). Dabei ist V die (endliche oder unendliche) Knotenmenge, w € V' die Wurzel
von B und < C V x V die Nachfolgerrelation. Ein Pfad in B ist eine (endliche oder unendliche) Folge von Knoten
Vg, V1, ... so dass vg = w und v; < v;4q fiir alle i > 0. Fiir jeden Knoten v € V muss es in B genau einen Pfad von
w nach v geben.

Konigs Lemma. Sei B = (V,w, <) ein Baum mit unendliche vielen Knoten in dem jeder Knoten nur endlich viele
Nachfolger hat, also {v" € V | v < v’} eine endliche Menge ist fiir jedes v € V. Dann gibt es einen unendlichen
Pfad in B.

Beweise Konigs Lemma durch Anwendung des Kompaktheitssatzes der Aussagenlogik. Verwende dabei eine un-
endliche Formelmenge T' der folgenden Art:

e Fiir jeden Knoten v € V' gibt es eine Variable ,,.

o Sei V; = {v € V| w <’ v} die Menge aller Knoten in B mit Abstand i zur Wurzel. Man zeigt leicht, dass V;
endlich und nicht leer ist fiir jedes i > 0 (diese Aussage darf verwendet werden)

e Wihle I' derart, dass jede endliche Teilmenge von I' erfiillbar ist und dass I' genau dann erfiillbar ist, wenn
B einen unendlichen Pfad besitzt.



