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1. (10%) Beweisen Sie die Aquivalenz der Aussagen (1) und (2) des Kom-
paktheitssatzes der Aussagenlogik.

2. (20%) Ein gerichteter Baum ist ein Tripel B = (V,w, <), wobei V eine
Menge von Knoten, w € V' die Wurzel und < eine binére Relation iiber V'
ist so dass fiir jedes v € V ein eindeutiger Pfad vy, ..., v, (n > 0) existiert
mit vg = w, v, = v und v; < vy fiir alle 0 <7 < n.

Konigs Lemma. Sei B = (V, w, <) ein gerichteter Baum, sei V' abzéhlbar
unendlich und sei {v/ € V | v < v} eine endliche Menge fiir jedes v € V.
Dann gibt es einen unendlichen Pfad vg,v1,vy... in B (d.h. vg = w und
v; < viqq fiir alle ¢ > 0.

Beweisen Sie Konigs Lemma durch Anwendung des Kompaktheitssatzes
der Aussagenlogik. Beachten Sie dabei folgende Hinweise fiir Thre Formel-
menge [

e Fiihren Sie fiir jeden Knoten v € V' eine Variable z, ein.

e Sei V;={v eV |w<' v} die Menge aller Knoten in B mit Abstand
1 zur Wurzel. Man beachte, dass V; endlich ist fiir jedes ¢ > 0.

e Wihlen Sie I' derart, dass jede endliche Teilmenge von I' erfiillbar
ist und dass I' genau dann erfiillbar ist, wenn B einen unendlichen
Pfad besitzt.

3. (30%=15% + 15%) Sei T = {<} eine relationale Signatur, wobei < ein
zweistelliges Relationssymbol ist. Gib jeweils eine FO(7)-Formel fiir die
folgenden Eigenschaften an.

o < ist reflexiv
e < ist antisymmetrisch
e < hat ein kleinstes Element

e < ist linear, d.h. fiir beliebige Elemente a,b gilt entweder a = b,
a < b, oder a > b.

< ist dicht, d.h. zwischen zwei beliebigen Elemente existiert immer
noch ein weiteres



a) Welche der Sitze sind erfiillt in den Strukturen R. bzw. 9. (aus
der Vorlesung)?

b) Sei nun P = (P, <’) mit P = 2V (Potenzmenge der natiirlichen
Zahlen) und <= {(N, M) | N C M} (Teilmengenrelation). Welche
der Satze gelten in P? Gib jeweils eine kurze Begriindung an.

4. (25%=15% + 10%) Gegeben sei der folgende gerichtete, kantenbeschrif-
tete Graph G = (V, R, S), wobei R bzw. S genau die mit R bzw. S be-
schrifteten Kanten sind.

a) Verwende den Auswertungsalgorithmus der Pradikatenlogik, um zu
entscheiden, ob folgende Modellbeziehungen gelten:
e G, 01 FE Jz.R(x,y) mit B1(y) =1
o G, 02 = Vy.(R(x,y) V S(z,y)) mit fs(x) = 2
b) Gib eine Formel ¢(z) an, fiir die G, 5 | ¢(z) genau dann gilt, falls
Blx) €{1,2}

5. (15%) Beweisen Sie das Koinzidenzlemma fiir FO.



