@ Universitat Bremen

AG Theoretische Grundlagen der KI, Fachbereich Informatik, Universitiat Bremen

Skript zu den Lehrveranstaltungen

THEORETISCHE INFORMATIK 1 + 2
Prof. Dr. Carsten Lutz



Inhaltsverzeichnis

Einfiihrung

V.

Endliche Automaten und Reguldre Sprachen

0. Grundbegriffe . . . . . ..o
1 Endliche Automaten . . . . . . . .. ... 0oL
2. Nachweis der Nichterkennbarkeit . . . . . . ... ... ... ... ....
3. Abschlusseigenschaften und Entscheidungsprobleme . . . . . . . . .. ..
4 Reguldre Ausdriicke und Sprachen . . . . . . . ... ... 0.
5 Minimale DEAs und die Nerode-Rechtskongruenz . . . . . ... ... ..

Grammatiken, kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

6.  Die Chomsky-Hierarchie . . . . . ... .. ... ... ... ... ...
7. Rechtslineare Grammatiken und regulére Sprachen . . . . . . .. .. ..
8. Normalformen und Entscheidungsprobleme . . . . . . . .. .. ... ...
9. Abschlusseigenschaften und Pumping Lemma . . . . . . . ... ... ..
10. Kellerautomaten . . . . . . . . .. Lo

Berechenbarkeit

11. Turingmaschinen . . . . . . . . . .. .. L L L
12.  Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken . . . . . .
13.  Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme . . . . . . . .. ..
14.  p-rekursive Funktionen und While-Programme . . . . . . . . . .. . . ..
15. (Partielle) Entscheidbarkeit und Aufzdhlbarkeit . . . .. . .. .. .. ..
16. Universelle Maschinen und unentscheidbare Probleme . . . . . . . . . ..
17.  Weitere unentscheidbare Probleme . . . . . . . ... ... ... ... ..

Komplexitat
18.  Komplexitatsklassen . . . . . .. .. ... o L
19. NP-vollstandige Probleme . . . . . . . . .. ... ... ... .. ...

. Appendix

A.  Endliche Automaten als Graphen . . . . . . ... ... ... .......
B. Laufzeitanalyse von Algorithmen und O-Notation . . . . . ... ... ..

Abkiirzungsverzeichnis

Literatur

13
25
29
35
39

50
o1
26
29
68
72

144
145
151

162
162
164

168

169



Hinweis

Dieses Skript ist als Hilfestellung fiir Studierende gedacht. Trotz grofser Sorgfalt beim
Erstellen kann keine Garantie fiir Fehlerfreiheit iibernommen werden. Es wird explizit
darauf hingewiesen, dass der priifungsrelevante Stoff durch die Vorlesung bestimmt wird
und mit dem Skriptinhalt nicht vollstdndig iibereinstimmen muss.

Dieses Skript ist eine erweiterte und modifizierte Version eines Vorlesungsskriptes von
Franz Baader.



Einfihrung

Die theoretische Informatik beschéftigt sich mit zentralen Fragestellungen der Informa-
tik wie etwa den prinzipiellen Grenzen der Berechenbarkeit. Zentrale Methoden sind die
Abstraktion und die Modellbildung, d.h. es werden die zentralen Konzepte und Metho-
den der Informatik identifiziert und in abstrakter Form beschrieben und studiert. Daraus
ergibt sich eine Sammlung mathematischer Theorien, die die Grundlage fiir zahlreiche
andere Teilgebiete der Informatik bildet.

Die theoretische Informatik ist in zahlreiche Teilgebiete untergliedert, wie etwa die Kom-
plexitatstheorie, die Algorithmentheorie, die Kryptographie und die Datenbanktheorie.
Die Lehrveranstaltungen , Theoretische Informatik 1 + 2 “ geben eine Einfiihrung in
folgende zwei zentrale Bereiche der theoretischen Informatik:

Automatentheorie und formale Sprachen'

Behandelt in Theoretische Informatik 1 / Teile I + II dieses Skriptes

Im Mittelpunkt stehen Warter und formale Sprachen (Mengen von Wéortern).
Diese sind ein niitzliches Abstraktionsmittel in der Informatik. Man kann z.B. die
Eingabe oder Ausgabe eines Programmes als Wort betrachten und die Menge der
syntaktisch korrekten Eingaben als Sprache. Wichtige Fragestellungen sind z.B.:

e Was sind geeignete Beschreibungsmittel fiir (meist unendliche) formale Spra-
chen? (z.B. Automaten und Grammatiken)

e Was fiir verschiedene Typen von Sprachen lassen sich unterscheiden?

e Was fiir Eigenschaften haben die verschiedenen Sprachtypen?

Berechenbarkeit und Komplexitéit'

Behandelt in Theoretische Informatik 2 / Teile III + IV dieses Skriptes

Hier geht es darum, welche Probleme und Funktionen prinzipiell berechenbar sind
und welche nicht. Ausserdem wird untersucht, welcher zeitliche Aufwand zur Be-
rechnung eines Problems / einer Funktion notwendig ist (unabhéngig vom konkre-
ten Algorithmus). Wichtige Fragestellungen sind z.B.:
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Was fiir Berechenbarkeitsmodelle gibt es und wie verhalten sich diese zuein-
ander?

Gibt es Funktionen oder Mengen, die prinzipiell nicht berechenbar sind?

Kann man jede berechenbare Funktion mit akzeptablem Zeit- und Speicher-
platzaufwand berechnen?

Fiir in der Informatik héufig auftretende Probleme/Funktionen: wie viel Zeit
und Speicherplatz braucht man mindestens, also bei optimalem Algorithmus?




Teil I 4+ IlI: Automatentheorie und
formale Sprachen

Formale Sprachen, also (endliche oder unendliche) Mengen von Wértern, sind ein wich-
tiger Abstraktionsmechanismus der Informatik. Hier ein paar Anwendungsbeispiele:

e Die Menge aller wohlgeformten Programme in einer gegebenen Programmierspra-
che wir Pascal, Java, oder C+-+ ist eine formale Sprache.

e Die Menge aller wohlgeformten Eingaben fiir ein Programm oder eine Form auf
einer Webseite (z.B. Menge aller Kontonummern / Menge aller Geburtsdaten) ist
eine formale Sprache.

e Jeder Suchausdruck (z.B. Linux Regular Expression) definiert eine formale Spra-
che: die Menge der Dokumente, in der der Ausdruck zu finden ist.

o Kommunikationsprotokolle: z.B. die Menge aller wohlgeformten TCP-Pakete ist
eine formale Sprache.

e Das “erlaubte” Verhalten von Soft- und Hardwaresystemen kann in sehr natiirlicher
Weise als formale Sprache modelliert werden.

Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber die zentralen Betrachtungsgegenstinde
und Fragestellungen.

1. Charakterisierung;:

Niitzliche und interessante formale Sprachen sind i.d.R. unendlich, wie in allen
obigen Beispielen (es gibt zum Beispiel unendlich viele wohlgeformte Pascal-Pro-
gramme). Wie beschreibt man derartige Sprachen mit endlichem Aufwand?

o Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzeptieren.
Wir werden viele verschiedene Automatenmodelle kennenlernen, wie z.B. end-
liche Automaten, Kellerautomaten und Turingmaschinen.

e Grammatiken, die genau die Elemente der Menge generieren; auch hier gibt
es viele verschiedene Typen, z.B. rechtslineare Grammatiken und kontextfreie
Grammatiken (vgl. auch VL  Praktische Informatik®: kontextfreie Gramma-
tiken (EBNF) zur Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen).

e Ausdriicke, die beschreiben, wie man die Sprache aus Basissprachen mit Hilfe
gewisser Operationen (z.B. Vereinigung) erzeugen kann.
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Abhéngig von dem verwendeten Automaten-/Grammatiktyp erhdlt man verschie-
dene Klassen von Sprachen. Wir werden hier die vier wichtigsten Klassen betrach-
ten, die in der Chomsky-Hierarchie zusammengefasst sind:

Klasse Automatentyp Grammatiktyp
Typ O Turingmaschine (TM) | allgemeine Chomsky-Grammatik
Typ 1 | TM mit linearer Bandbeschréankung kontextsensitive Grammatik
Typ 2 Kellerautomat kontextfreie Grammatik
Typ 3 endlicher Automat einseitig lineare Grammatik

Bei Typ 3 existiert auch eine Beschreibung durch regulire Ausdriicke. Am wich-
tigsten sind die Typen 2 und 3; beispielsweise kann Typ 2 weitgehend die Syntax
von Programmiersprachen beschreiben.

2. Welche Fragen sind fiir eine Sprachklasse entscheidbar und mit welchem Aufwand?
Die folgenden Probleme werden eine zentrale Rolle spielen:

e Wortproblem: gegeben eine Beschreibung der Sprache L (z.B. durch Automat,
Grammatik, Ausdruck, ...) und ein Wort w. Gehort w zu L?

Anwendungsbeispiele:

— Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Grammatik
beschrieben ist. Entscheide fiir ein gegebenes Programm P, ob dieses
syntaktisch korrekt ist.

— Suchpattern fiir Textdateien sind haufig reguldre Ausdriicke. Suche die
Dateien (Worter), die das Suchpattern enthalten (zu der von ihm be-
schriebenen Sprache gehoren).

e Leerheitsproblem: gegeben eine Beschreibung der Sprache L. Ist L leer?

Anwendungsbeispiel:

Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so muss man die Dateien
nicht durchsuchen, sondern kann ohne weiteren Aufwand melden, dass das
Pattern nicht sinnvoll ist.

o Aquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen dieselbe
Sprache?

Anwendungsbeispiel:

Jemand vereinfacht die Grammatik einer Programmiersprache, um sie iiber-
sichtlicher zu gestalten. Beschreibt die vereinfachte Grammatik wirklich die-
selbe Sprache wie die urspriingliche?

3. Welche Abschlusseigenschaften hat eine Sprachklasse?

z.B. Abschluss unter Durchschnitt, Vereinigung und Komplement: wenn Ly, Ly in
der Sprachklasse enthalten, sind es dann auch L; N Ly, L1 U Lo, 147
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Anwendungsbeispiele:

e Suchpattern: Suche nach Dateien, die das Pattern nicht enthalten (Komple-
ment) oder die zwei Pattern enthalten (Durchschnitt).

e Reduziere das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem, ohne die gewéihl-
te Klasse von Sprachen zu verlassen: Statt ,,L; = Lo entscheidet man, ob
(L1 N Ly) U (Ly N Ly) leer ist.

Abgesehen von ihrer direkten Niitzlichkeit fiir verschiedene Informatik-Anwendungen
stellen sich alle diese Fragestellungen als mathematisch sehr interessant heraus. Zusam-
mengenommen bilden Sie eine wichtige formale Grundlage der Informatik.




|. Endliche Automaten und
Regulare Sprachen

0. Grundbegriffe

Die grundlegenden Begriffe der Vorlesung “Theoretische Informatik 1”7 sind Worter und
formale Sprachen.

Worter und Formale Sprachen

Alphabet. Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Symbolen. Beispiele sind:
e >y ={abc, ...z}

° 22 == {07 1},
e >;=4{0,....9}U{,};
e >, = { program, const, var,label, procedure, function, type, begin, end, if, then,

else, case, of, repeat, until, while, do, for, to } U{ VAR, VALUE, FUNCTION }

Als Symbol (Platzhalter) fiir Alphabetssymbole benutzen wir in der Regel a,b,¢c,....
Alphabete bezeichnen wir meist mit X.

Obwohl die Symbole von ¥4 aus mehreren Buchstaben der iiblichen Schriftsprache beste-
hen, betrachten wir sie doch als unteilbare Symbole. Die Elemente von ¥4 sind genau die
Schliisselworte der Programmiersprache Pascal. Konkrete Variablennamen, Werte und
Funktionsaufrufe sind zu den Schliisselworten VAR, VALUE, FUNCTION abstrahiert,
um Endlichkeit des Alphabetes zu gewéhrleisten.

Wort. Ein Wort ist eine endliche Folge von Symbolen. Ein Wort w = a; - - - a,, mit a; € X
heifst Wort diber dem Alphabet 3. Beispiele sind:

e w = abc ist ein Wort liber Yq;
e w = 1000110 ist ein Wort iiber X,;
w = 10,0221,4292, , ist ein Wort iiber X3;

Jedes Pascalprogramm kann als Wort iiber >4 betrachtet werden, wenn man jede
konkrete Variable durch das Schliisselwort VAR ersetzt, jeden Wert durch VALUE
und jeden Funktionsaufruf durch FUNCTION.
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Als Symbol fiir Worter verwenden wir meist w, v, u. Die Lange eines Wortes w wird mit
|w| bezeichnet, es gilt also z.B. |aba| = 3. Manchmal ist es praktisch, auch die Anzahl
Vorkommen eines Symbols a in einem Wort w in kurzer Weise beschreiben zu kénnen.
Wir verwenden hierfiir |w|,, es gilt also z.B. |abal, = 2, |abal, = 1, |aba|. = 0. Einen
Spezialfall stellt das leere Wort dar, also die leere Folge von Symbolen. Dieses wird durch
¢ bezeichnet. Es ist das einzige Wort mit |w| = 0.

Formale Sprache. Eine (formale) Sprache ist eine Menge von Woértern. Mit ¥* be-
zeichnen wir die Sprache, die aus allen Wortern iiber dem Alphabet > bestehen, also
z.B.

{a,b}* ={e,a,b,aa,ab,ba, bb, aaa, aab, ...}

Eine Sprache L C * heifst Sprache diber dem Alphabet 3. Beispiele sind:
o L=1
o L = {abc}
e L. ={a,b,c,ab,ac,bc}
o L={wea,...,z}" | wist ein Wort der deutschen Sprache }
e [ als Menge aller Worte tiber >4, die wohlgeformte Pascal-Programme beschreiben

Als Symbol Platzhalter fiir Sprachen verwenden wir meist L. Beachten Sie, dass Sprachen
sowohl endlich als auch unendlich sein konnen. Interessant sind meist nur unendliche
Sprachen. Als niitzliche Abkiirzung fithren wir 1 fiir die Menge >* \ {€} aller nicht-
leeren Worter iiber X ein. Sowohl X* als auch X1 sind offensichtlich unendliche Sprachen.

Operationen auf Sprachen und Woértern

Im folgenden werden wir sehr viel mit Wortern und formalen Sprachen umgehen. Dazu
verwenden wir in erster Linie die folgenden Operationen.

Prafix, Suffix, Infix: Zu den natiirlichsten und einfachsten Operationen auf Wortern
gehort das Bilden von Préfixen, Suffixen und Infixen:

w ist Prafix von v wenn v = ww fir ein w € X*.
w 1st Suffix von v wenn v = wu fur ein w € X*.
w ist Infix von v wenn v = wyuws, fiir wy, wy € 3*.

Die Prifixe von aabbce sind also beispielsweise a, aa, aab, aabb, aabbc, aabbee. Dieses
Wort hat 21 Infixe (Teilworter).

Konkatenation: FEine Operation, die auf Worter sowie auf Sprachen angewendet wer-
den kann. Auf Wortern v und v bezeichnet die Konkatenation u - v das Wort
uv, das man durch einfaches “Hintereinanderschreiben” erhélt. Es gilt also z.B.

10
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abb - ab = abbab. Auf Sprachen bezeichnet die Konkatenation das Hintereinander-
schreiben beliebiger Worte aus den beteiligten Sprachen:

Li-Ly:={u-v|(ue L) (veE Ly}
Es gilt also z.B.
{aa,a} - {ab,b, aba} = {aaab, aab, aaaba, ab, aaba}.
Sowohl auf Sprachen als auch auf Wértern wird der Konkatenationspunkt haufig

weggelassen, wir schreiben also z.B. L Ly statt Ly - Ls.

Man beachte, dass ) - L = L - = (). Konkatenation ist assoziativ, es gilt also
(Ly - Lg) - Ly = Ly - (Lg - L3). Sie ist nicht kommutativ, im allgemeinen gilt also
nicht L1 . L2 = L2 : Ll-

Um wiederholte Konkatenation desselben Wortes zu beschreiben, verwenden wir
folgende Notation: fiir ein Wort w € ¥* und ein n > 0 bezeichnet w" das Wort,
das wir durch n-malige Konkatenation von w erhalten, also zum Beispiel (abc)? =
abcabcabe (aber abc® = abeee). Wir definieren w® = ¢ fiir jedes Wort w.

Boolesche Operationen: Es handelt sich um die iiblichen Booleschen Mengenopera-
tionen, angewendet auf formale Sprachen:

Vereinigung Ly ULy := {w|w € Ly oder w € Ly}
Durchschnitt L1 N Ly = {w|w € Ly und w € Ly}
Komplement Ly = {wlweX Awé¢ L}

Manchmal verwenden wir zusétzlich die Differenz, also
Ll\LQ :LlﬂL_QI{U}‘weLl/\U}¢L2}

Vereinigung und Durchschnitt sind sowohl assoziativ als auch kommutativ.

Kleene-Stern: Der Kleene-Stern bezeichnet die beliebig (aber nur endlich) oft iterierte
Konkatenation. Gegeben eine Sprache L definiert man zunéchst induktive Sprachen

L° L', ... und darauf basierend dann die Anwendung des Kleene-Sterns erhaltene
Sprache L*:
LY = {¢}
Lt = [r. [
L = UnZO L

Fir L = {a,ab} gilt also z.B. L’ = {e}, L' = L, L? = {aa, aab, aba, abab}, etc.
Offensichtlich ist L* unendlich gdw. (genau dann, wenn) L # ().

11
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Man beachte, dass das leere Wort per Definition immer in L* enthalten ist, un-
abhéngig davon, was L fiir eine Sprache ist. Manchmal verwenden wir auch die
Variante ohne das leere Wort:

Lt :=|JL"=L"\{e}.

n>1

Einige einfache Beobachtungen sind 0* = {¢}, (L*)* = L* und L* - L* = L*. Es ist
hier wichtig, () (die leere Sprache), {¢} (die Sprache, die das leere Wort enthlt)
und ¢ (das leere Wort) sorgsam auseinander zu halten.

Etwas informeller konnte man den Kleene-Stern also auch wie folgt definieren:

L*={e}u{w|Juy,...;,upn € L:w=uy -ug----- Up }-

12
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1. Endliche Automaten

Endliche Automaten stellen ein einfaches und dennoch sehr niitzliches Mittel zum Be-
schreiben von formalen Sprachen dar. Sie konnen als Abstraktion eines (Hardware- oder
Software-) Systems aufgefasst werden. Die charakteristischen Merkmale eines endlichen
Automaten sind

e cine endliche Menge von Zusténden, in denen sich der Automat befinden kann

Ein Zustand beschreibt die aktuelle Konfiguration des Systems. In unserem Kon-
text ist ein Zustand lediglich ein Symbol (bzw. ein Name) wie qo, q1, etc. Insbe-
sondere wird nicht néher beschrieben, was genau diesen Zustand ausmacht (etwa
eine bestimmte Belegung eines Registers mit einem konkreten Wert).

o festen Ubergingsregeln zwischen Zusténden in Abhéingigkeit von der Eingabe.

Zustandswechsel werden dabei als augenblicklich angenommen, d.h. ein eventueller
Zeitverbrauch wird nicht modelliert. Ein Lauf eines Systems ist also einfach eine
Folge von Zusténden.

Beispiel: (Eintrittsautomat)
Fingabe: 1,2, r,d (r: Geldrickgabe; d: Drehsperre dreht sich)
Zustinde: OEUR, 1EUR, 2EUR, SEUR

r 2
Eintritt: 3 € a 1
Einwurf Riickgabe
[J1e O r
[]2e \/
. 2
Ticket
L 1 ;

Der dargestellte Automat regelt eine Drehsperre. Es kénnen Miinzen im Wert von 1 oder
2 FEuro eingeworfen werden. Nach Einwurf von 3 Euro wird die Arretierung der Dreh-
sperre gelost und der Eintritt freigegeben. Der Automat gibt kein Wechselgeld zuriick
sondern nimmt einen zu hohen Betrag nicht an (Miinzen fallen durch). Man kann jeder-
zeit den Riickgabeknopf driicken, um den bereits gezahlten Betrag zuriickzuerhalten.

In der schematischen Darstellung kennzeichnen die Kreise die internen Zusténde und die
Pfeile die Ubergiinge. Die Pfeilbeschriftung gibt die jeweilige Eingabe an, unter der der
Ubergang erfolgt. Man beachte, dass

e nur der Zustand 3EUR einen Ubergang vom Typ d erlaubt. Dadurch wird model-
liert, dass nur durch Einwurf von 3,- Euro der Eintritt ermdoglicht wird.

13



Endliche Automaten

e das Drehen der Sperre als Eingabe angesehen wird. Man koénnte dies auch als
Ausgabe modellieren. Wir werden in dieser Vorlesung jedoch keine endlichen Au-
tomaten mit Ausgabe (sogenannte Transduktoren) betrachten.

Die Ubergiinge konnen als festes Programm betrachtet werden, das der Automat aus-
fiihrt.

Man beachte den engen Zusammenhang zu formalen Sprachen: die Menge der mogli-
chen Eingaben {1,2,r,d} bildet ein Alphabet. Jede (Gesamt-)Eingabe des Automaten
ist ein Wort iiber dem Alphabet. Wenn man 3EUR als Zielzustand betrachtet, so bil-
det die Menge der Eingaben, mittels derer dieser Zustand erreicht werden kann, eine
(unendliche) formale Sprache. Diese enthélt zum Beispiel das Wort 11721.

Wir definieren endliche Automaten nun formal.

Definition 1.1 (DEA)

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist von der Form A = (Q, 3, qo,0, F),
wobei

e () eine endliche Menge von Zustdnden ist,
e X ein Fingabealphabet ist,

e ¢y € Q der Anfangszustand ist,

e §:Q x X — Q die Ubergangsfunktion ist,
o [ C () eine Menge von Endzustdnden ist.

Beispiel 1.2
Der DEA A = (Q, %, qo, 9, F') mit den Komponenten

d Q - {QO791792>Q3}>
e ¥ ={a,b},

(g0, a) =q, O(q,a) =gz 06(qz,a) =0(gs,a) = g3
6(gi,b) = ¢ firi e {0,1,2,3}
o F'={qg}.
wird graphisch dargestellt als:

/g | /\Zmi | % |
b b

Wie im obigen Beispiel werden wir Automaten haufig als kantenbeschriftete Graphen
darstellen, wobei die Zustdnde des Automaten die Knoten des Graphen sind und die

14
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Ubergiinge als Kanten gesehen werden (beschriftet mit einem Alphabetssymbol). Der
Startzustand wird durch einen Pfeil gekennzeichnet und die Endzustdnde durch einen
Doppelkreis.

Intuitiv arbeitet der Automat, indem er ein Wort Symbol fiir Symbol von links nach
rechts liest und dabei entsprechend der Ubergangsfunktion den Zustand wechselt. Er
beginnt im Startzustand und akzeptiert das Eingabewort wenn er sich am Ende in einem
Endzustand befindet. Wir beschreiben dieses Verhalten nun formal.

Definition 1.3 (kanonische Fortsetzung von J)

Die kanonische Fortsetzung von § : QQ X ¥ — @ von einzelnen Symbolen auf beliebige
Warter, also auf eine Funktion § : @ x ¥* — @, wird induktiv (iiber die Wortldnge)
definiert:

° i(q,e) ==¢q

* 4(q,wa) :=6(6(q,w), a)

Beachte: fiir alle Symbole a € ¥ und Zusténde ¢ € () ist die obige Definition von (g, a)
identisch mit dem urspriinglichen ¢, denn 6(q,a) = 6(6(q, €), a).

Als Beispiel fiir Definition 1.3 betrachte wieder den Automat A aus Beispiel 1.6. Es gilt
d(qo, bbbabbbb) = ¢; und §(qo, baaab) = gs.
Definition 1.4 (Akzeptiertes Wort, erkannte Sprache)

Ein DEA A = (Q,%, qv, 0, F) akzeptiert das Wort w € ¥* wenn §(qo, w) € F. Die von
A erkannte Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Man sieht leicht, dass der Automat A aus Beispiel 1.6 die Sprache
L(A) = {w € {a,0}" | wl|, = 3}

erkennt. Mit anderen Worten: er akzeptiert genau diejenigen Worter {iber dem Alphabet
{a, b}, die mindestens 3 mal das Symbol a enthalten.

Definition 1.5 (Erkennbarkeit einer Sprache)

Eine Sprache L C ¥* heifst erkennbar, wenn es einen DEA A gibt mit L = L(A).

Wir haben also gerade gesehen, dass die Sprache L = {w € {a,b}* | |w|, > 3} erkennbar
ist. Folgendes Beispiel liefert eine weitere erkennbare Sprache.
Beispiel 1.6

Der folgende DEA erkennt die Sprache L = {w = waaav | u,v € ¥*} mit ¥ = {a, b}.
Auch diese Sprache ist also erkennbar.

15
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Beachte:
Die Ubergangsfunktion eines DEAs ist eine totale Funktion, es mufs also fiir jede mogliche
Kombination von Zustand und Symbol ein Folgesymbol angegeben werden,

Beispiel 1.7
Folgendes ist kein DEA:

denn es fehlt ein Ubergang fiir ¢; und b.

Man erhélt aber leicht einen DEA durch Hinzunahme eines ,Papierkorbzustandes®, der
alle fehlenden Ubergéinge aufnimmt (und kein Endzustand ist):

a,b

Die im obigen Beispiel erkannte Sprache ist {ibrigens

L = {w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w}.

Randbemerkung.

Im Prinzip sind “echte Computer” ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur end-
lich viel Speicherplatz und daher nur eine endliche Menge moglicher Konfigurationen
(Prozessorzustand + Belegung der Speicherzellen). Die Konfigurationsiibergéinge wer-
den bestimmt durch Verdrahtung und Eingaben (Tastatur, Peripheriegerite).

Wegen der extrem grofen Anzahl von Zusténden sind endliche Automaten aber keine
geeignete Abstraktion fiir Rechner. Ausserdem verwendet man einen Rechner (z.B. bei
der Programmierung) nicht als endlichen Automat indem man z.B. ausnutzt, dass der
Arbeitsspeicher ganz genau 2GB gross ist. Stattdessen nimmt man den Speicher als
potentiell unendlich an und verlédsst sich auf Techniken wie Swapping und Paging. In
einer geeigneten Abstraktion von Rechnern sollte daher auch der Speicher als unendlich
angenommen werden. Das wichtigste solche Modell ist die Turingmaschine, die wir spéter
im Detail kennenlernen werden.

16



Endliche Automaten

Von DEAs zu NEAs

Wir generalisieren nun das Automatenmodell des DEA dadurch, dass wir Nichtdetermi-
nismus zulassen. In unserem konkreten Fall bedeutet das, dass wir fiir einen gegebenen
Zustand und ein gelesenes Symbol mehr als einen maglichen Ubergang erlauben; folgen-
des ist also moglich:

Ein Automat hat dadurch unter Umstédnden mehrere Moglichkeiten, ein Wort zu verar-
beiten. Er akzeptiert seine Eingabe, wenn eine Moglichkeit existiert, dabei einen Endzu-
stand zu erreichen.

Nichtdeterminismus ist ein fundamentales Konzept der Informatik, das nicht nur bei
endlichen Automaten eine wichtige Rolle spielt. Wir werden es in dieser Vorlesung noch
haufiger verwenden. Dabei werden mehrere Moglichkeiten wie oben immer durch exis-
tentielles Quantifizieren behandelt. Natiirlich gibt es in der Realitét keine nichtdeter-
ministischen Maschinen. Dannoch ist Nichtdeterminismus aus folgenden Griinden von
grofser Bedeutung:

e Als Modellierungsmittel bei unvollsténdiger Information.

Es ist haufig nicht sinnvoll, Ereignisse wie Benutzereingaben, einkommende Nach-
richten von anderen Prozessen usw. im Detail zu modellieren, da man viel zu
komplexe Modelle erhalten wiirde. Stattdessen verwendet man nichtdeterministi-
sche Uberginge ohne genauer zu spezifizieren, wann welcher Ubergang verwendet
wird.

e Grofse Bedeutung in der Komplexitatstheorie.

In der Komplexitétstheorie (Theoretische Informatik 2) geht es unter anderem um
die prinzipielle Frage, was effizient berechenbar ist und was nicht. Interessanterwei-
se spielt dabei das zunéchst praxisfern wirkende Konzept des Nichtdeterminismus
eine zentrale Rolle. Paradebeispiel ist das sogenannte “P vs. NP” Problem, das
wichtigste ungeloste Problem der Informatik.

NEAS ergeben sich dadurch, dass man die Ubergangsfunktion von DEAs durch eine
Ubergangsrelation ersetzt. Wir definieren DEAs der Vollstéandigkeit halber noch einmal
als Ganzes.

Definition 1.8 (NEA)

Ein Nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA ) ist von der Form A = (Q, X, qo, A, F),
wobei

e () eine endliche Menge von Zustdanden ist,
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Y’ ein Eingabealphabet ist,

qo € @ der Anfangszustand ist,
e A CQxXxQ die Ubergangsrelation ist,

e F' C (@ eine Menge von Endzusténden ist.

Beispiel 1.9

Folgenden NEA werden wir im folgenden als durchgéngiges Beispiel verwenden:

a b a,b

a,b

Dieser Automat ist kein DEA, da es an der Stelle ¢o fiir die Eingabe a zwei mogliche
Ubergénge gibt.

Um das Akzeptanzverhalten von NEAs zu beschreiben, verwenden wir eine etwas andere
Notation als bei DEAs.

Definition 1.10 (Pfad)

Ein Pfad in einem NEA A = (Q,3, g0, A, F') von einem Zustand py € @ zu einem
Zustand p,, € () ist eine Folge

al a2 as Qn
T=Dpo —2AP1 —7A4AD2 —2A" """ —7ADn

so dass (p;, air1,piv1) € A fiir ¢ = 0,...,n — 1. Der Pfad hat die Beschriftung w :=
ay - - - a,. Wenn es in A einen Pfad von p nach ¢ mit der Beschriftung w gibt, so schreiben
wir

P =44
Fiir n = 0 sprechen wir vom leeren Pfad, welcher die Beschriftung ¢ hat.

Im NEA aus Beispiel 1.9 gibt es unter anderem folgende Pfade fiir die Eingabe aba:

a b a

T =q0 —~7Aq1 —7442 —7443
a b a

Mo =qo —7Aq ——Aq9 —7Aq1

Wie erwédhnt basiert das Akzeptanzverhalten bei Nichtdeterminismus immer auf exis-
tentieller Quantifizierung.

Definition 1.11 (Akzeptiertes Wort, erkannte Sprache)

Der NEA A = (Q, 3, qo, A, F) akzeptiert das Wort w € ¥* wenn gy == 4 ¢; fiir mindes-
tens ein gy € F. Die von A erkannte Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.
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Der NEA aus Beispiel 1.9 akzeptiert also die Eingabe aba, weil der oben angegebene Pfad
m in einem Endzustand endet. Dabei ist es irrelevant, dass der ebenfalls mogliche Pfad
7o in einem nicht-Endzustand endet. Nicht akzeptiert wird beispielsweise die Eingabe
baa, da keiner der moglich Pfade zu einem Endzustand fiithrt. Man sieht leicht, dass der
NEA aus Beispiel 1.9 die folgende Sprache akzeptiert:

L(A) = {w € {a,b}" | das drittletzte Symbol in w ist a}.

Eine gute Hilfe zum Verstdndnis von Nichtdeterminismus ist die Metapher des Ratens.
Intuitiv “rét” der NEA aus Beispiel 1.9 im Zustand ¢g bei Eingabe von a, ob er sich
gerade an der drittletzten Stelle des Wortes befindet oder nicht. Man beachte, dass der
Automat keine Moglichkeit hat, das sicher zu wissen. Wenn er sich fiir “ja” entscheidet,
so wechselt er in den Zustand ¢; und verifiziert mittels der Kette von ¢; nach g3, dass
er richtig geraten hat:

e hat er in Wahrheit das zweitletzte oder letzte Symbol gelesen, so wird der Endzu-
stand nicht erreicht und der Automat akzeptiert nicht;

e ist er weiter als drei Symbole vom Wortende entfernt, so ist in g3 kein Ubergang
mehr moglich und der Automat “blockiert” und akzeptiert ebenfalls nicht.

Die wichtigsten Eigenschaften eines solchen Rate-Ansatzes zum Erkennen einer Sprache
L sind, dass (i) fiir Worter w € L es die Moglichkeit gibt, richtig zu raten und (ii) fir
Worter w ¢ L falsches Raten niemals zur Akzeptanz fiihrt.

Da wir uns bei einem Automaten meist nur fiir die erkannten Sprachen interessieren,
bezeichnen wir zwei NEAs als dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache akzeptieren.

Ohne Nichtdeterminismus, also mittels eines DEA, ist es sehr viel schwieriger, die Spra-
che aus Beispiel 1.9 zu erkennen (Aufgabel!). Es gilt aber interessanterweise, dass man zu
jedem NEA einen dquivalenten DEA finden kann. Nichtdeterminismus trégt in diesem
Fall also nicht zur Erhthung der Ausdrucksstirke bei (das ist aber keineswegs immer so,
wie wir noch sehen werden). NEAs haben aber dennoch einen Vorteil gegeniiber DEAs:
manche Sprachen lassen sich im Vergleich zu DEAs mit erheblich (exponentiell) kleine-
ren NEAs erkennen. Letzteres werden wir im Rahmen der Ubungen kurz beleuchten. In
der Vorlesung beweisen wir lediglich folgendes klassische Resultat.

Satz 1.12 (Rabin/Scott)

Zu jedem NEA kann man effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren.

Effektiv bedeutet hier, dass es einen Algorithmus gibt, der als Eingabe einen NEA erhélt
uns als Ausgabe einen dqivalenten DEA liefert.

Bevor wir den Beweis dieses Satzes angeben, skizzieren wir kurz die

Beweisidee:
Der Beweis dieses Satzes verwendet die bekannte Potenzmengenkonstruktion: die Zu-
standsmenge des DEA ist die Potenzmenge 29 der Zustandsmenge ) des NEA. Jeder
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Zustand des DEA besteht also aus einer Menge von NEA-Zustédnden; umgekehrt ist jede
solche Menge ein DEA-Zustand.
Sei A = (Q,%,q, A, F) ein NEA. Nach der Definition von NEAs gilt w € L(A) gdw.
die Menge {q € Q | go == 4 ¢} € 29 mindestens einen Endzustand enthélt. Wir definie-
ren also die Ubergangsfunktion ¢ und Endzustandsmenge F’ des DEAs so, dass fiir alle
w e X" gilt:

L 6({ao}, w) = {q | o =>4 ¢} und

2. {q | @0 =>4 ¢} ist DEA-Endzustand wenn mindestens ein Endzustand des ur-

spriinglichen NEAs enthalten ist.

Intuitiv simuliert damit der eindeutige Lauf des DEAs auf einer Eingabe w alle moglichen
Laufe des urspriinglichen NEAs auf w.

Beweis. Sei der NEA A = (Q, %, qo, A, F) gegeben. Der DEA A" = (29,% {q},6, F")
ist definiert durch:

e §(Pa)= J{p' | (p,a,p) € A} fiir alle P € 29 und a € %

peP
o ["={Pec2?|PNF#0}

Wir benotigen im Folgenden die

Hilfsaussage: ¢ € 6({qo},w) gdw. qo =>4 ¢ (%)
Daraus folgt L(A) = L(A"), da:
we L(A) gdw. 3JgEF:q =>4q (Def. L(A))

gdw. dgeF:qed({q}, w) (Hilfsaussage)

gdw.  6({q},w)NF #0
gdw.  0({qo},w) € F (Def. F”)
gdw. w e L(A')

Beweis der Hilfsaussage mittels Induktion tber |w|:

Induktionsanfang: |w| =0
¢ €5({a}.e) edw. g =0 gdw. g =>4d
Induktionsanname: Die Hilfsaussage ist bereits gezeigt fiir alle w € ¥* mit |w| < n

Induktionsschritt: |w| =n + 1
Sei w = wa mit u € ¥*, |u| = n und a € X. Es gilt:

0({qo},ua) = 0(6({ao}, ), a) (Def. 1.3)
= U {¢'1(d,aq) €A} (Dek o)
¢'€5({ao} )
= U {d"| (d,a,q") € A} (Ind.Voraus.)
q0==4q'
= {¢" [0 =a4d"} (Def. Pfad)

Daraus folgt sofort die Hilfsaussage fiir w = ua.
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Beispiel 1.13

Der NEA A (links) wird mit der Potenzmengenkonstruktion transformiert in den DEA
A’ (rechts):

wird zu

Nachteilig an dieser Konstruktion ist, dass die Zustandsmenge exponentiell vergroert
wird. Im allgemeinen kann man dies wie erwéahnt nicht vermeiden, in manchen Fél-
len kommt man aber doch mit weniger Zustdnden aus. Als einfache Optimierung kann
man Zustdnde weglassen, die mit keinem Wort vom Startzustand aus erreichbar sind.
In der Ubung werden wir eine Methode kennenlernen, die Potenzmengenkonstruktion
systematisch so anzuwenden, dass nicht erreichbare Zustédnde von vorn herein weggelas-
sen werden. Dies reicht allerdings nicht aus, damit der erzeugte Automat so klein wie
moglich ist!). Wir werden spéter eine allgemeine Methode kennenlernen, um zu einer
gegebenen erkennbaren Sprachen den kleinstmoglichen DEA zu konstruieren.

Wir betrachten noch zwei natiirliche Varianten von NEAs, die sich in manchen techni-
schen Konstruktionen als sehr niitzlich herausstellen. Wir werden sehen, dass sie diesel-
ben Sprachen erkennen kénnen wir NEAS.

Definition 1.14 (NEA mit Wortiibergéingen, c-NEA)

Ein NEA mit Wortibergingen hat die Form A = (Q, %, qo, A, F'), wobei @Q, X, qo, F' wie
beim NEA definiert sind und A C @ x ¥* x () eine endliche Menge von Wortiibergingen
ist.

Ein e-NFEA ist ein NEA mit Worttibergéngen der Form (¢, ¢, ¢’) und (g, a,q’) mit a € 3.

Pfade, Pfadbeschriftungen und erkannte Sprache werden entsprechend wie fiir NEAs
definiert. Zum Beispiel hat der Pfad

ab e bb
Qo —A Q1 —A Q2 —AGq3

die Beschriftung ab - € - bb = abbb.

Man beachte, dass ¢ == p bedeutet, dass man von ¢ nach p kommt, indem man zunéchst
beliebig viele e-Ubergénge macht, dann einen a-Ubergang und danach wieder beliebig
viele e-Uberginge (im Unterschied zu ¢ —= p).
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Satz 1.15

Zu jedem NEA mit Wortibergingen kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstru-
1eren.

Man zeigt Satz 1.15 mit Umweg iiber e-NEAs.

Lemma 1.16

Zu jedem NEA mit Wortibergingen kann man effektiv einen dquivalenten e-NEA kon-
struteren.

Beweis. Man ersetzt jeden Wortiibergang (g, a; - - - a,,, ¢') mit n > 1 durch Symboliiber-
génge (¢, a1,p1), (P1,a2,p2), - - - (Pn—1, an, ¢'), wobei py, ..., pp—1 jeweils neue Hilfszustén-

de sind (die nicht zur Endzustandsmenge dazugenommen werden). Man sieht leicht, dass
dies einen dquivalenten e-NEA liefert. O

Beispiel 1.17
Der NEA mit Wortiibergéingen, der durch die folgende Darstellung gegeben ist:

O

wird tiberfiihrt in einen dquivalenten e-NEA:

O
a@a b b
9 >O

Zu jedem e-NEA kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstruieren.

Lemma 1.18

Beweis. Der 5—NE_)A A = (Q,%,q0, A, F) sei gegeben. Wir konstruieren daraus einen
NEA A’ ohne e- Ubergéinge wie folgt:

A/ == (Q,Z,QQ,A,,F,), wobei
. A’::{(p,a,q)EQXEXCN p:a>,4‘1}

o ' Fu{q} falls ¢ ==4F
’ F sonst
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Noch zu zeigen: L(A) = L(A’) und A" kann effektiv bestimmt werden.

1. L(A) C L(A):
Sei w =ay ---a, € L(A"). Dann gibt es in A’ Pfad

a a an—1 n .
Do —ADL —A —— A Pnl —= APy Mmit Py = qo, pn € F.

Nach Definition von A’ gibt es auch in A einen Pfad 7 von py nach p, mit Be-
schriftung w (der u.U. zusétzliche e-Schritte enthélt).

1. Fall: p, € F
Dann zeigt 7, dass w € L(A).

2. Fall: p, € F'\ F,d.h. p, = q
Nach Definition von F” gilt p,, = qo —> .4 p fiir ein p € F. Es gibt also in A
einen Pfad von pg iiber gy nach p € F mit Beschriftung w, daher w € L(.A).
2. L(A) C L(A'):
Sei w € L(A) und

a1 a2 am—1 am
T=py) ——2AP1 — 74" —7ADPm—1—7A4DPm

Pfad in A mit py = qo, pm € F und Beschriftung w, wobei a; € 3 U {e}. Seien
i1, .., 1y die Indizes mit a;; # ¢. Dann ist w = a;, -+ - a;,.
1. Fall: n >0, also w # ¢

Nach Definition von A’ ist

aiq Qg [ (<27
Po—ADPiy =4 —7ADPiny — A Din

ein nicht-leerer Pfad in A’. Aus p,, € F folgt p;, € F’', was w € L(A’) zeigt.

2. Fall: n=0, alsow =¢
Dann ist a; = --- = a,, = ¢. Es gilt also gy = po =4 pm € F, was ¢ € F’
liefert. Also w =¢ € L(A’).

3. A’ und F' konnen effektiv bestimmt werden:

e p ==, ¢ gilt genau dann, wenn es Zustinde p/, ¢’ € Q gibt, fiir die gilt:
p=ap, (W,a,d)eA, ¢ =44

Man muss nur endlich viele p', ¢’ priifen. Ob ,(p',a,q’) € A? kann effektiv
gepriift werden, da A endliche Menge. Weiterhin sind ,p ==4 p'? sowie
»q' =4 q 7 Erreichbarkeitsprobleme in dem endlichen Graphen G = (V, E)
mit V = ) und

E={(u,v) | (u,e,v) € A},

konnen also effektiv entschieden werden (sieche Appendix A).

o gy =>4 F 7 ist ebenfalls Erreichbarkeitsproblem.
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Beispiel: (zu Lemma 1.18)
Der e-NEA aus Beispiel 1.17

wird in folgenden NEA iiberfiihrt:
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2. Nachweis der Nichterkennbarkeit

Nicht jede formale Sprache ist erkennbar. Im Gegenteil ist es so, dass nur solche Sprachen,
die auf sehr reguldre Weise aufgebaut sind, erkennbar sein kénnen. Es stellt sich also die
Frage, wie man von einer Sprache nachweist, dass sie nicht erkennbar ist.

Um nachzuweisen, dass eine gegebene Sprache erkennbar ist, geniigt es, einen endlichen
Automaten (DEA oder NEA) dafiir anzugeben. Der Nachweis, dass eine Sprache nicht
erkennbar ist, gestaltet sich schwieriger: man kann nicht alle unendlich viele existieren-
de Automaten durchprobieren und es geniigt auch nicht, zu sagen, dass man keinen
funktionierenden Automaten gefunden hat.

Darum verwendet man die folgende Strategie. Man etabliert allgemeine Eigenschaften,
die von jeder erkennbaren Sprache erfiillt werden. Um von einer Sprache zu zeigen, dass
sie nicht erkennbar ist, geniigt es dann, nachzuweisen, dass sie die Eigenschaft verletzt.
Die wichtigste solche Eigenschaft wird durch das bekannte Pumping-Lemma beschrieben,
das in verschiedenen Versionen existiert.

Lemma 2.1 (Pumping-Lemma, einfache Version)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es eine natirliche Zahl ng > 1, so dass
gilt: Jedes Wort w € L mit |w| > ng lasst sich zerlegen in w = xyz mit

e yFe
o zyfz € L fiir alle k > 0.

Beweis. Sei A= (Q,%, qo, A, F) ein NEA mit L(A) = L. Wir wihlen ny = |Q|. Sei nun

w=aj---a, €L ein Wort mit m > ny. Dann existiert ein Pfad

(po, a1,p1)(p1, GQ,PQ) e (Pm—h a’mapm)

in A mit py = ¢ und p,, € F. Wegen m > ny = |Q| kénnen die m + 1 Zusténde
Do, - - - » Pm nicht alle verschieden sein. Es gibt also ein ¢ < j mit p; = p;. Fir

Ti=G1 Ay Y= Gy Gy, 2= Qi Gy,
gilt daher y # ¢ (da i < j) und

Go = Po =>4 Pi =>ADi = Pj =>4 Pm € F.
Folglich gilt fiir alle £ > 0 auch p; é A Pi» was 2y¥z € L zeigt. O

Wir zeigen mit Hilfe dieses Lemmas, dass die Sprache {a"b" | n > 0} nicht erkennbar
1st.

Beispiel:

L ={a™" | n > 0} ist nicht erkennbar.
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Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, L sei erkennbar. Es gibt
also eine Zahl ng mit den in Lemma 2.1 beschriebenen Eigenschaften. Wahle das Wort

w=a"b" € L.

Da |w| > nyg, gibt es eine Zerlegung a™b™ = zyz mit |y| > 1 und xy*z € L fiir alle
k> 0.

1. Fall: y liegt ganz in a™.
Dh. oz =ad", y = d", 2 = a™b™ mit ky > 0 und ng = ki + ko + k3. Damit ist
aber 1y’z = xz = aM TR0 ¢ [ da ki + ks < ng. Widerspruch.

2. Fall: y liegt ganz in b".
Fiihrt entsprechend zu einem Widerspruch.

3. Fall: y enthilt as und bs.
Dann ist 23?2 von der Form a* b¥2a*3b*+ wobei alle k; > 0, also zy?z ¢ L. Wider-
spruch.

In allen drei Féllen haben wir also einen Widerspruch erhalten, d.h. die Annahme ,, L ist
erkennbar war falsch. O

Als eine weitere Konsequenz von Lemma 2.1 erhélt man, dass das Leerheitsproblem fiir
erkennbare Sprachen entscheidbar ist.

Satz 2.2

Sei L eine erkennbare Sprache, gegeben durch NEA oder DEA. Dann kann man effektiv
entscheiden, ob L = ().

Beweis. Sei L erkennbar und ng die zugehédrige Zahl aus Lemma 2.1. Dann gilt:
(%) L#0 gdw. Jw € L mit |w| < ng
<" trivial
»="1 Essei L # (). Wéhle ein Wort w kiirzester Lange in L. Wire |w| > ng, so miisste es

eine Zerlegung w = xyz, y # € geben mit 22 = 2z € L. Dies ist ein Widerspruch
zur Minimalitdt von w. O

Um L = () zu entscheiden, muss man also nur fiir die endlich vielen Worter w € ¥* der
Léange < ng entscheiden, ob w zu L gehort. Dies kann man fiir jedes einzelne Wort (z.B.
durch Eingabe in den zugehorigen DEA) einfach entscheiden (vgl. Wortproblem, Satz
3.4).

Mit Hilfe der einfachen Variante des Pumping-Lemmas gelingt es leider nicht immer,
die Nichterkennbarkeit einer Sprache nachzuweisen, denn es gibt Sprachen, die nicht
erkennbar sind, aber trotzdem die in Lemma 2.1 beschriebene Pumping-Eigenschaft
erfiillen. Anders ausgedriickt ist die Pumping-Eigenschaft aus Lemma 2.1 zwar notwendig
fiir die Erkennbarkeit einer Sprache, aber nicht hinreichend.
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Beispiel 2.3

Ist L = {a™™ | n # m} erkennbar? Versucht man, Nichterkennbarkeit mit Lemma 2.1
zu zeigen, so scheitert man, da das Lemma fiir L zutrifft:

Wiéhle ng := 3. Es sei nun w € L mit |w| > 3, d.h. w = a"b™, n # m und n +m > 3.
Wir zeigen: w liaft sich zerlegen in w = zyz mit y # ¢ und zy*z € L fiir alle k > 0.

1. Fall: n > m (es gibt mehr as als bs)

1.1.: n=m+1 (es gibt genau ein @ mehr als bs)
Wegen |w| > 3 kann man dann w zerlegen in x = €, y = a?, z = a" 2b™. Es
gilt:

a) zyz = a"2b™ hat ein a weniger als bs, ist also in L
b) zyfz = a""D*F2kp™ hat mehr as also b fiir alle k > 1, ist also in L

1.2.: n>m+ 1 (es gibt mind. 2 as mehr als bs)
Zerlege w in z = ¢, y = a, z = a” 0. Dann hat jedes zy*z = al
mehr as als bs, ist also in L.

n71)+kbm

2. Fall: n <m (es gibt mehr bs als as)
Symmetrisch zum 1. Fall.

Trotzdem ist L = {a™™ | n # m} nicht erkennbar, was man mit der folgenden ver-
schérften Variante des Pumping-Lemmas nachweisen kann.

Lemma 2.4 (Pumping-Lemma, verschirfte Variante)
Es sei L erkennbar. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so dass gilt:
Fiir alle Worter u,v,w € ¥* mit uvw € L und |v| > ng gibt es eine Zerlequng v = xyz
mat
o yF£e
o uryFzw € L fiir alle k >0

Beweis. Es sei wieder ng := |Q|, wobei @) die Zustédnde eines NEA A fiir L sind. Ist
uvw € L, so gibt es Zustande p, ¢, f € () mit

Qo ==ap=aq=af€EF

Auf dem Pfad von p nach ¢ liegen |v| 4+ 1 > ny Zustédnde, also miissen zwei davon gleich
sein. Jetzt kann man wie im Beweis von Lemma 2.1 weitermachen. O

Im Vergleich mit Lemma 2.1 macht dieses Lemma eine stérkere Aussage: es ist nicht
nur so, dass man jedes Wort w mit |w| > ng in drei Teile zerlegen und dann ,pumpen‘
kann, sondern das gilt sogar fir jedes Teilwort v von w mit |v| > ny. Beim Nachweis
der Nichterkennbarkeit hat das den Vorteil, dass man das Teilwort v frei wéhlen kann,
so wie es zum Herstellen eines Widerspruchs am bequemsten ist.
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Beispiel 2.3 (Fortsetzung)
L ={a™™ | n # m} ist nicht erkennbar.

Beweis. Angenommen, L ist doch erkennbar; dann gibt es ng > 1, das die in Lemma 2.4
geforderten Eigenschaften hat. Wéhle des Wort

a™p™t o e [ und die Zerlegung u = ¢, v = a™, w := po'tmw
Dann gibt es eine Zerlegung v = zyz mit y # ¢ und uxy*zw € L fiir alle k > 0. Sei
, z:ak3, k1+k2+k3:n0, ko >0

Da 0 < ky < ng gibt es ein £ mit ky - ¢ = ng!. Betrachte das Wort uzy‘*'zw, welches in
L sein miisste. Die Anzahl von as ist

k1+(€—|—1)k2+k3:k1+k2+k3+(€k2):n0+n0'

und die Anzahl von bs (welche nur im Teilwort w auftreten) ebenso, also gilt uzy‘*tzw ¢
L. Widerspruch. O

Auch Lemma 2.4 formuliert nur eine notwendige Eigenschaft fiir die Erkennbarkeit ei-
ner Sprache, aber keine hinreichende. In der Literatur findet man noch verschéirftere
(und kompliziertere) Varianten des Pumping-Lemmas, die dann auch hinreichend sind
(z.B. Jaffes Pumping-Lemma). Diese Varianten liefern also eine automatenunabhéngige
Charakterisierung der erkennbaren Sprachen.
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3. Abschlusseigenschaften und
Entscheidungsprobleme

Die Klasse der erkennbaren Sprachen ist unter den meisten natiirlichen Operationen ab-
geschlossen: wenn man eine solche Operation auf eine (oder mehrere) erkennbare Spra-
chen anwendet, so erhélt man wieder eine erkennbare Sprache. Diese Eigenschaft ist fiir
viele verschiedene Zwecke sehr niitzlich, von denen wir einige exemplarisch kennenlernen
werden. Spater werden wir sehen, dass andere interessante Sprachklassen nicht unter
allen natiirlichen Operationen abgeschlossen sind.

Satz 3.1 (Abschlusseigenschaften erkennbarer Sprachen)
Sind Ly und Lo erkennbar, so sind auch
o [y ULy (Vereinigung)
o L, (Komplement)
Ly N Ly (Durchschnitt)
Ly \ Ly (Differenz)
e [y Ly (Konkatenation)
o i (Kleene-Stern)

erkennbar.

Beweis. Seien A; = (Q;, 2, qoi, Ay, F;) zwei NEAs fiir L; (1 = 1,2). O.B.d.A. gelte @1 N
Q2 = 0.

1) Abschluss unter Vereinigung:
Der folgende e-NEA erkennt L, U Lo:
A = (Ql U Q2 U {q0}7 27 q0, A7 Fl U F2)7 wobei

e ¢ ¢ Q1 UQy und
o A=A UAU{(q0,€,901) (q0,€,q02)}-

Schematisch sieht der Vereinigungsautomat A so aus.

6 S
@l :

Mit Lemma 1.18 gibt es zu A einen dquivalenten NEA.
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2)

Abschluss unter Komplement:

Einen DEA fiir L, erhilt man wie folgt:

Zunéchst verwendet man die Potenzmengenkonstruktion, um zu A; einen dquiva-
lenten DEA A = (Q, %, qo, 6, F) zu konstruieren. Den DEA fiir L; erhilt man nun
durch Vertauschen der Endzustdnde mit den Nicht-Endzusténden:

"Tl = (Q72790757Q\F)-
Es gilt ndmlich:
weL gdw. w¢ L(A))
gdw. w ¢ L(A)
gdw.  0(qo,w) ¢ F

gdw. we L(A)
Beachte: Diese Konstruktion funktioniert nicht fiir NEAs.
Abschluss unter Durchschnitt:
Wegen L1 N Ly = L; U Ly folgt 3) aus 1) und 2)_ o
Da die Potenzmengenkonstruktion, die wir fiir L; und L, bendtigen, recht aufwen-

dig ist und exponentiell grofse Automaten liefert, kann es glinstiger sein, direkt
einen NEA fiir L; N Ly zu konstruieren, den sogenannten Produktautomaten:

A= (Q1 X Q2,%, (qo1,902), A, F1 X F3)

mit
A= {<(QI7q2>7a’7 (Qi7qg>) | <QI7a7 Q1) € AI und (q27a7 QQ) € AQ}

Ein Ubergang in A ist also genau dann méglich, wenn der entsprechende Ubergang
in A; und Ay moglich ist.

Behauptung. L(A) = L, N Ls.
Sei w = ay - -+ a, Dann ist w € L(A) gdw. es gibt einen Pfad

(41,0, 42,0) 5 (q1,1,42.1) -~ (QLn-1, G2,0-1) 4 (q1,: G2,n)
mit (q1.0,¢20) = (qo1, qo2) und (q1.n, ¢2.n) € F1 x Fy. Nach Konstruktion von A ist
das der Fall gdw. fiir jedes i € {1,2}
4i,0 &Ai i1 Gin-1 ﬂmi Qin
ein Pfad ist mit qo; und ¢;,, € F;. Das ist der Fall gdw. w € L; N Ls.

Abschluss unter Differenz: o
Folgt aus 1) und 2), da Ly \ Ly = Ly N Lo.

Abschluss unter Konkatenation:
Der folgende e-NEA erkennt L - Lo:
A= (Q1UQ2, %, qn, A, F») , wobei
A = Al U AQ U {(f,E,QQQ) | f c Fl}
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6) Abschluss unter Kleene-Stern:
Der folgende e-NEA erkennt Lj:

A= (Q1U{w}, %, 90,4, {q}), wobei
® 4o ¢ 1
o A = Al U {(f,&,QQ) ‘ f € Fl} U {(QQ,&',qu)}.

g

13
q0,

€ [l

Anmerkung: diese Konstruktion funktioniert nicht, wenn man anstelle des neuen
Zustands ¢p den urspriinglichen Startzustand verwendet (Ubung!)

Beachte:

Alle angegebenen Konstruktionen sind effektiv. Die Automaten fiir die Sprachen L; U
Lo, Ly N Ly, Ly - Ly und LT sind polynomiell in der Grofe der Automaten fiir Ly, Lo.
Beim Komplement kann der konstruierte Automat exponentiell grofs sein, wenn man mit
einem NEA beginnt.

Man kann derartige Abschlusseigenschaften dazu verwenden, Nichterkennbarkeit einer
Sprache L nachzuweisen.

Beispiel 3.2

L = {a"b™ | n # m} ist nicht erkennbar (vgl. Beispiel 2.3). Anstatt dies direkt mit
Lemma 2.4 zu zeigen, kann man auch verwenden, dass bereits bekannt ist, dass die
Sprache L' := {a™b™ | n > 0} nicht erkennbar ist. Wére ndmlich L erkennbar, so auch
L' = LNn{a}*-{b}*. Da wir schon wissen, dass L’ nicht erkennbar ist, kann auch L nicht
erkennbar sein.

Entscheidungsprobleme

Wenn man einen endlichen Automaten in einer konkreten Anwendung einsetzen will, so
ist es wichtig, sich zunéchst vor Augen zu fiithren, was genau man mit dem Automa-
ten anfangen mochte. In Abhéngigkeit davon kann man dann die konkreten, in dieser
Anwendung zu lésenden algorithmischen Probleme bestimmen.
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Wir betrachten drei typische Probleme im Zusammenhang mit erkennbaren Sprachen.
Bei allen dreien handelt es sich um Entscheidungsprobleme, also um Probleme, fiir die
der Algorithmus eine Antwort aus der Menge {ja,nein} berechnen soll—formal werden
wir diesen Begriff erst in Teil III einfiithren. Die drei betrachteten Probleme sind:

e das Leerheitsproblem
e das Wortproblem und
o das Aquivalenzproblem.
Wir werden jeweils Entscheidbarkeit und Komplexitdt untersuchen:

e Ein Problem ist entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der das Problem
16st. Wie wir in Teil III sehen werden, gibt es wohldefinierte (und praktisch rele-
vante) Probleme, die nicht entscheidbar sind.

e Bei der Komplexitdt eines Problemes geht es um den minimalen Ressourcenver-
brauch (insbesondere Laufzeit und Spreicherverbrauch), von Algorithmen, die das
Probem 16sen. Wir werden uns hier auf eine Laufzeitanalyse der betrachteten Algo-
rithmen beschrinken und das Thema Komplexitéat in Teil IV detailliert behandeln.

Bei den hier behandelten Problemen besteht die Eingabe aus einem DEA oder einem
NEA. Beziiglich der Entscheidbarkeit macht das keinen Unterschied, da man aus einem
NEA ja effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren kann (Satz 1.12). Beztiglich der
Komplexitit kann es aber sehr wohl einen Unterschied geben, da der Ubergang NEA
— DEA exponentiell sein kann.

Leerheitsproblem:
Geg.: erkennbare Sprache L (durch DEA oder NEA)
Frage: Ist L # ()7

Wir wissen bereits (Satz 2.2), dass das Problem entscheidbar ist. Allerdings ist das im
Beweis des Satzes beschriebene Entscheidungsverfahren viel zu aufwendig (ezponentiell
viele Wérter der Lénge < ny, falls |X| > 1).

Satz 3.3
Das Leerheitsproblem fiir NEAs ist in Zeit O(|Q] + |Al]) entscheidbar.

Beweis. Man kann A als gerichteten Graphen G = (Q, F) auffassen mit
E:={(q1,4) | (¢1,a,q2) € A fiir ein a € X}

Dann gilt: L(A) # 0 gdw. in der von ¢g aus erreichbaren Knotenmenge befindet sich ein
Endzustand. Die von ¢o aus erreichbaren Knoten kann man mit Aufwand O(|Q| + |E|)
berechnen (siehe Appendix A). Wenn die Endzustandsmenge F' geschickt reprasentiert
ist,! kann man in Zeit O(|Q|) priifen, ob die Menge der erreichbaren Zustéinde einen

'Eine elegante Moglichkeit ist, die Zustdnde so zu benennen, dass man anhand des Zustandsnamens
einfach entscheiden kann, ob der Zustand ein Endzustand ist oder nicht—Dbeispielsweise kénnten
Endzustdnde durch positive Zahlen représentiert werden und Nicht-Endzustdnde durch negative.
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Endzustand enthélt. Damit ist das Leerheitsproblem in Zeit O(|Q| + | E|) entscheidbar.
U

Wortproblem:
Geg.: erkennbare Sprache L, Wort w € ¥*
Frage: Gilt w € L?

Ist L = L(A) fiir einen DEA A = (Q, %, qo, 0, F'), so kann man einfach, beginnend mit
qo, durch Anwendung von ¢ berechnen, zu welchem Zustand man in 4 mit w kommt
und priifen, ob dies ein Endzustand ist. Man muss § offensichtlich |w| mal anwenden
und jede Anwendung benétigt |§| = |@| - |X| Schritte (Durchsuchen von ¢ nach dem
richtigen Ubergang). Diese Laufzeit ldsst sich durch geschickte Reprisentation von &
weiter verbessern, aber selbst diese grobe Analyse liefert:

Satz 3.4
Das Wortproblem fiir DEAs ist in Zeit O(|w| - |d]) entscheidbar.

Fiir einen NEA ist dieser trivile Algorithmus nicht moglich, da es ja mehrere mit w
beschriftete Pfade geben kann und man (im schlimmsten Fall) alle betrachten muss, um
festzustellen, ob einer davon mit einem Endzustand aufhort. Das wiirde zu exponentieller
Laufzeit fithren. Das folgende Resultat zeigt, dass es auch (viel) besser geht.

Satz 3.5
Das Wortproblem fiir NEAs ist in Zeit O(|w| - |d]) entscheidbar.

Wir verwenden eine Reduktion des Wortproblems auf das Leerheitsproblem: der schon
gefundene Algorithmus fiir das Leerheitsproblem wird verwendet, um das Wortproblem
zu 16sen (mehr zu Reduktionen findet sich in den Teilen III+IV).

Beweis. Konstruiere zunéchst einen Automaten A,,, der genau das Wort w = ay ... a,

akzeptiert:
:al CCLQ C An, C

Dieser Automat hat |w| + 1 Zusténde. Offenbar ist
we L(A) gdw. L(A)NL(A,) # 0.

Wir konnen also entscheiden, ob w € L(A) ist, indem wir zunéchst den Produktauto-
maten zu A und A, konstruieren und dann unter Verwendung von Satz 3.3 priifen, ob
dieser eine nicht-leere Sprache erkennt.

Wir analysieren zunéchst die Gréfse des Produktautomaten:

Zustande: Q|- (Jw|+1)

33



Abschlusseigenschaften und Entscheidungsprobleme

Uberginge: Da es in A, genau lw| viele Uberginge gibt, ist die Zahl Ubergéinge des
Produktautomaten durch |w]| - |A| beschrénkt.

Nach Satz 3.3 ist daher der Aufwand zum Testen von L(A) N L(A,,) # () also:

O(1Q - (Jw[ + 1) + w[ - [A]) = O(Jw| - (IQ] + [A])) m

Auch die Konstruktion des Produktautomaten benotigt Zeit. Man iiberlegt sich leicht,
dass auch hierfiir die Zeit O(|w| - (]Q| + |A|) ausreichend ist. Als Gesamtlaufzeit ergibt
sich

2-O(fwl - (IQ] + |A]) = O(lwl - (IQ] + |A]))-

Aquivalenzproblem:

Geg.: erkennbare Sprachen L, Lo
Frage: Gilt L; = Ly?

Wir verwenden wieder eine Reduktion auf das Leerheitsproblem:

Ly =Ly gdw. (L1 \ Ly) U(Li\ La) =0

Im Fall des Aquivalenzproblems wollen wir auf eine ganz exakte Analyse der Laufzeit
des sich ergebenden Algorithmus verzichten. Allerdings gibt es einen interessanten Un-
terschied zwischen DEAs und NEAs, der im folgenden Satz herausgearbeitet wird.

Satz 3.6

Das Aquivalenzproblem fir DEAs ist in polynomieller Zeit entscheidbar. Fiir NEAs ist
es in exponentieller Zeit entscheidbar.

Beweis. Wir haben gesehen, dass die Automatenkonstruktionen, welche Abschluss unter
Vereinigung und Differenz zeigen, effektiv sind. Daraus ergibt sich direkt die Entscheid-
barkeit des Aquivalenzproblems fiir DEAs und NEAs. Die Konstruktion fiir Vereinigung
ist sowohl fiir DEAs als auch fiir NEAs polynomiell. Bei der Differenz ist dies nur dann
der Fall, wenn bereits DEAs vorliegen. Bei NEAs muss die Potenzmengenkonstruktion
angewendet werden und der auf Leerheit zu testende Automat kann exponentiell grofs
sein. Damit ergibt sich exponentielle Laufzeit. O

Wir werden in Teil IV sehen, dass sich der exponenticlle Zeitaufwand fiir das Aquiva-
lenzproblem fiir NEAs (wahrscheinlich) nicht vermeiden lésst. Vorgreifend auf Teil IV
sei erwihnt, dass das Aquivalenzproblem fiir NEAs PSPACE-vollstindig ist und damit
zu einer Klasse von Problemen gehort, die wahrscheinlich nicht in polynomieller Zeit
16sbar sind.
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4. Regulare Ausdriicke und Sprachen

Wir haben bereits einige verschiedene Charakterisierungen der Klasse der erkennbaren
Sprachen gesehen:

Eine Sprache L C ¥* ist erkennbar gdw.
(1) L = L(A) fiir einen NEA A.
(2) L = L(A) fiir einen e-NEA A.
(3) L = L(A) fiir einen NEA mit Wortiibergéngen A. A.
(4) L = L(A) fiir einen DEA A.

Im folgenden betrachten wir eine weitere Charakterisierung mit Hilfe reguldrer Aus-
driicke. Diese Stellen eine natiirliche ,,Sprache” zur Verfiigung, mittels derer erkennbare
Sprachen beschrieben werden koénnen. Varianten von reguldren Ausdriicken werden in
tools wie Emacs, Perl und sed zur Beschreibung von Mustern (,,Patterns”) verwendet.

Definition 4.1 (Syntax reguldrer Ausdriicke)

Sei ¥ ein endliches Alphabet. Die Menge Regs; der reguldren Ausdriicke tiber X ist
induktiv definiert:

e (), &, a (fir a € X) sind Elemente von Regs..
e Sind 7, s € Regs, so auch (r +s), (r-s),r* € Regs.

Beispiel 4.2
((a-b*)+ 0*)* € Regy fiir ¥ = {a, b}

Notation:

Um Klammern zu sparen, lassen wir Auffenklammern weg und vereinbaren,
e dass * starker bindet als -
e dass - stiarker bindet als +
e - lassen wir meist ganz wegfallen.

Der Ausdruck aus Beispiel 4.2 kann also geschrieben werden als (ab* + (0*)*.

Um die Bedeutung bzw. Semantik von reguléren Ausdriicken zu fixieren, wird jedem
reguldren Ausdruck r iiber ¥ eine formale Sprache L(r) zugeordnet.

Definition 4.3 (Semantik regulidrer Ausdriicke)

Die durch den reguléren Ausdruck r definierte Sprache L(r) ist induktiv definiert:
o L(0):=0, L(e):={e}, L(a):={a}
o L(r+s):=L(r)UL(s), L(r-s):=L(r)-L(s), L(*) :=L(r)*

Eine Sprache L C X* heifst requldr, falls es ein r € Regs, gibt mit L = L(r).
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Beispiel:
e (a+b)*ab(a+0b)* definiert die Sprache aller Worter tiber {a, b}, die Infix ab haben.
o L(ab*+b)={ab' | i>0}U{b}

Bemerkung:

Statt L(r) schreiben wir im folgenden héufig einfach r.
Dies erméglicht es und z.B., zu schreiben:

e (ab)*a =a(ba)* (eigentlich L((ab)*a) = L(a(ba)*))
o L(A)=ab"+b (eigentlich L(A) = L(ab* + b))

Wir zeigen nun, dass man mit regularen Ausdriicken genau die erkennbaren Sprachen
definieren kann.

Satz 4.4 (Kleene)

Fiir eine Sprache L C ¥* sind aquivalent:
1) L ist reguldr.
2) L ist erkennbar.

Beweis.
»1 — 2" Induktion {iber den Aufbau regulérer Ausdriicke
Anfang:

e L(() = erkennbar: —( st NEA fiir 0 (kein Endzustand).
o [(c) = {c} erkennbar: O ist NEA fiir {e}.
e L(a) = {a} erkennbar: —O0 st NEA fiir {a}.
Schritt: Weif man bereits, dass L(r) und L(s) erkennbar sind, so folgt mit Satz
3.1 (Abschlusseigenschaften), dass auch
o L(r+s)=L(r)UL(s)
o L(r-s)=L(r)- L(s) und
o L(r*)= L(r)*
erkennbar sind.

n2 = 1" Sei A= (Q, %, qo, A, F) ein NEA mit L = L(A). Fiir alle p,qg € Q und X C @,

sei Lf,fq die Sprache aller Worter w = ay - - - a,, fiir die es einen Pfad

Ap—

FA D1 4 Pp
gibt mit pg = p, p, = ¢ und {py,...,pr_1} C X. Offensichtlich gilt
LA = LS.,

QfEF

al as
Po——2AD1L —A" "

Es reicht also, zu zeigen dass alle Spachen L

g Tegulér sind. Dies erfolgt per In-
duktion iiber die Groke von X.
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Anfang: X = (.

e 1. Fall: u#v
. 0 : 0 ;
Dann ist L,, = {a € ¥ [ (p,a,q) € A}. Damit hat L die Form
{ai,...,a;} und der entsprechende regulére Ausdruck ist a; + - - - + ay.
e 2. Fall: u=w

Wie voriger Fall, ausser dass Lg,q (und damit auch der konstruierte regu-
lare Ausdruck) zusétzlich e enthilt.

Schritt: X # ().
Wihle ein beliebiges ¢ € X. Dann gilt:

X X—{gh* ;X1
L;( LX {q}U<L {@ ( AA{q}) X {q}) (%)

9,9 9,9

Fiir die Sprachen, die auf der rechten Seite verwendet werden, gibt es nach
Induktionsvoraussetzung regulére Ausdriicke. Ausserdem sind alle verwende-
ten Operationen in reguldren Ausdriicken verfiighar. Es bleibt also, (*) zu
zeigen.

C Seiw € L;fq. Dann gibt es einen Pfad

an—1

al a
Po——4DP1 —A" —>A Pn—1 —>A Pn

mit py = p, p, = qund {pl, -y Pn1} © X. Wenn gnicht in {py, ..., pn1}
vorkommt, dann w € Lp g @ Andernfalls seien i1, ..., alle Indizes mit
pi, =q (und iy < -+ <ig). Offensichtlich gilt:

— Qg Q4 S L;(:;{Zj},
= Qi1 Ay, € Li(:{a} fir1 <j<k;
X—{q}

= Qjp41 0 Qp S L .

Wenn w € qu @ , dann offenbar w € LX Wenn

X—{@} (pX—{ah* . [ X—(@
we (Lp,a Te(Lgg ) - Lgg )

9,9

U

dann w = zyz mit = € L;(q {q}, Yy € (Liq_{a}) ,und z € LX @ Setzt
man die entsprechenden Pfade fiir z, y und z zusammen, so erhalt man
einen mit w beschrifteten Pfad von p nach ¢ in A, in dem alle Zusténde
ausser dem ersten und letzten aus X sind. Also w € L;fq.

Wenn man die Konstruktion aus,,2 — 1° in der Praxis anwendet, so ist es meist sinnvoll,
die Zusténde g so zu wahlen, dass der Automat in moglichst viele nicht-verbundene Teile
zerfallt.

Beispiel 4.5
Betrachte den folgenden NEA A:
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a

a

Da 1 der einzige Endzustand ist, gilt L(A) = Lgl. Wir wenden wiederholt () an:
0 0 0}y« 710
L(Cig,l = Lé,l} U L({m} ) (Lil}) ) Lh}
0
Lé,l} - Lg,l U Lg,o ’ (L 0
0
Lh} - L?,l U L?,o ) (L 0

Im ersten Schritt hatten wir natiirlich auch 0 anstelle von 1 aus X eliminieren konnen.
Der Induktionsanfang liefert:

Ly, = b
Lg,o = a+te
L%l = €
L?,o = a

Einsetzen und Vereinfachen liefert nun:
L = bt (a+e)-(ate) b=a'
Liol} = ce+a-(a+e)*-b=¢ec+aa*d
L82,1 = a*b+a*b- (e 4+ aa*b)* - (¢ + aa*b) = a*b(aa*b)*

Der zu A gehorende regulidre Ausdruck ist also a*b(aa*b)*.

Der reguldre Ausdruck, der in der Richtung ,,2 — 1 aus einem NEA konstruiert wird,
ist im allgemeinen exponentiell grofer als der urspriingliche NEA. Man kann zeigen, dass
dies nicht vermeidbar ist.
Beachte: Aus Satz 3.1 und Satz 4.4 folgt, dass es zu allen reguléren Ausdriicken r und s
e cinen Ausdruck ¢ gibt mit L(t) = L(r) N L(s);
e cinen Ausdruck ¢’ gibt mit L(t') = X*\ L(r).

Es ist offensichtlich sehr schwierig, diese Ausdriicke direkt aus 7 und s (also ohne den
Umweg iiber Automaten) zu konstruieren.
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5. Minimale DEAs und die Nerode-Rechtskongruenz

Wir werden im Folgenden ein Verfahren angeben, welches zu einem gegebenen DEA einen
aquivalenten DEA mit minimaler Zustandszahl konstruiert. Das Verfahren besteht aus
2 Schritten:

1. Schritt: Eliminieren unerreichbarer Zustidnde

Definition 5.1 (Erreichbarkeit eines Zustandes)

Ein Zustand ¢ des DEA A = (Q, %, qo, 6, F') heilt erreichbar, falls es ein Wort w € 3*
gibt mit d(qp, w) = q. Sonst heikt g unerreichbar.

Da fiir die erkannte Sprache nur Zusténde wichtig sind, welche von qq erreicht werden,
erhélt man durch Weglassen unerreichbarer Zusténde einen dquivalenten Automaten:

Ao = (Qo, 2, qo, 6o, Fp) mit
e Qo ={q € Q| qist erreichbar}
e Jp =0 |gyxx Beachte: Fiir ¢ € Qp und a € ¥ ist auch d(q,a) € Qo !
e [ =FNQ

Beispiel.

Betrachte als Resultat der Potenzmengenkonstruktion den Automaten A" aus Beispiel 1.13:

a

a,b

a

Die Zustdande {2} und () sind nicht erreichbar. Durch Weglassen dieser Zusténde erhélt
man den DEA Aj:

b a
H“
<~
b

2. Schritt: Zusammenfassen dquivalenter Zustinde

Ein DEA ohne unerreichbare Zustéinde muss noch nicht minimal sein, da er noch ver-
schiedene Zustiande enthalten kann, die sich ,,gleich® verhalten in Bezug auf die erkannte
Sprache.
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Beispiel 5.2

Im folgenden DEA sind alle Zustédnde erreichbar. Er erkennt dieselbe Sprache wie der
DEA aus Beispiel 1.7, hat aber einen Zustand mehr. Dies kommt daher, dass gy und ¢
aquivalent sind.

Im allgemeinen definieren wir die Aquivalenz von Zustéinden wie folgt.

Definition 5.3 (Aquivalenz von Zustéinden)
Es sei A = (Q, X, qo, 0, F') ein DEA. Fiir ¢ € @ sei A, = (Q,%,¢,0, F). Zwei Zustiande
¢,q € Q heiken A-dquivalent (q ~4 ¢') gdw. L(A,) = L(Ay).

Um &quivalente Zustdnde auf mathematisch elegante Weise zusammenzufassen, nutzen
wir aus, dass es sich bei der Relation ~4 um eine Aquivalenzrelation handelt. Diese
erfiillt zusétzlich einige weitere angenehme Eigenschaften.

Lemma 5.4

1) ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation auf Q, d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch.

2) r~o4 ist vertraglich mit der Ubergangsfunktion, d.h.
q~aq =VaeX:i(qa)~a0(q,a)

Bewezs.
1) ist klar, da ,=" reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) lasst sich wie folgt herleiten:

g~ad = L(Ag) = L(Ay)

Vw € ¥ : d(q,w) € F < 6(¢,w) € F

Vae X Vv e X :60(q,av) € F < 0(¢,av) € F

Va € X Vv € ¥*:6(0(¢q,a),v) € F < 6(6(¢,a),v) € F
Ya € 3 : L(Ag(qﬂ)) = L(Ag(qga))

Va € X :6(q,a) ~4 (¢, a)

L A
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Die ~ 4-Aquivalenzklasse eines Zustands g € @) bezeichnen wir von nun an mit

[qJa={d €Q|qg~ad}
Lemma 5.5

~ 4 kann effektiv berechnet werden.

Beweis. Wir definieren eine Folge von Relationen ~g, ~1,~o,...:
e g~ q gdw. qeF&qderl
® g1 qd gdw. g~y ¢ und Va € X : §(q,a) ~, 0(q, a)
Diese sind (Uber-)Approximationen von ~ 4 im folgenden Sinn. Fiir alle & > 0 gilt:
(x) ¢~k ¢ gdw. firalle w € ¥* mit |w| <n:w € L(A,) & w e L(Ay).
Der Beweis von (x) ist per Induktion iiber k:
Anfang: Nach Def. von ~q gilt ¢ ~q ¢ gdw. ¢ € L(A,) & ¢ € L(Ay).
Schritt:
g~k ¢ gdw. g~ ¢ und Va € 3 : 0(q,a) ~; 6(¢, a)
gdw. Yw € ¥* mit |w| <k:w € L(A,) & w € L(A,) und
Va € ¥:Vw e ¥* mit |w| < k:w e L(Asga) & w € L(Asg.a))
gdw. Vw € ¥* mit |w| <k+1:we L(A,) < we L(Ay)

Offensichtlich gilt Q@ X Q D ~y D ~1 D ~5 D .... Da @ endlich ist, gibt es ein £ > 0
mit ~p = ~pyq1. Wir zeigen, dass ~j die gewiinschte Relation ~ 4 ist. Nach () und
Definition von ~ 4 gilt offensichtlich ~4 C ~;. Um ~j; C ~ 4 zu zeigen, nehmen wir das
Gegenteil ~p € ~4 an. Wahle ¢, ¢’ mit g ~;. ¢’ und q 4 ¢'. Es gibt also ein w € ¥* mit
w e L(A,) und w ¢ L(Ay,). Mit (x) folgt ¢ 7, ¢ fiir n = |w|. Da ~j, C ~; fur all i >0
folgt q 4y ¢, ein Widerspruch. O

Beispiel 5.2 (Fortsetzung)
Fiir den Automaten aus Beispiel 5.2 gilt:

e ~ hat die Klassen F' = {qy, q1,¢2} und Q \ F' = {gs}.

e ~ hat die Klassen {¢1}, {qo, ¢2}, {q3}-
Zum Beispiel ist 6(qo, b) = (g2, b) € F und 0(q1,b) ¢ F.

.N2:N1:NA_

Die nachfolgende Konstruktion zeigt, wie dquivalente Zustéinde zusammengefasst werden
koénnen: da alle Zusténde in einer Aquivalenzklasse [q]4 paarweise A-dquivalent sind
und Zusténde aus verschiedenen Aquivalenzklassen niemals A-#quivalent sein kénnen,
verwendet man die Aquivalenzklassen selbst als Zustinde. Jede solche Klasse verhélt
sich dann genau wie die in ihr enthaltenen Zusténde.
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Definition 5.6 (Quotientenautomat)
Der Quotientenautomat A= (@, ¥, [qo] 4, 5, f’) 2u A= (Q,%,q, 9, F) ist definiert durch:

-@r:{MA\qu}

5([q)a,a) :==[0(g,a)]a (reprisentantenunabhingig wegen Lemma 5.4)

o Fi={[glu|qeF}

Nach Lemma 5.5 kann der Quotientenautomat effektiv konstruiert werden.

Beispiel 5.2 (Fortsetzung)

Fiir den Automaten aus Beispiel 5.2 ergibt sich der folgende Quotientenautomat:

Lemma 5.7

A ist aquivalent zu A.

Beweis. Es ist einfach, per Induktion iiber |w| zu zeigen, dass die Erweiterung von 5
auf Worter sich wie folgt verhélt:

3([go), w) € F gdw. [5(go,w)]a € F (+)

Nun gilt:
weLd) gdv. Smuw)eF )
adw. [l wacF  (Def F)
gdw.  O([go]a,w) €F (%)
gdw. w € L(A)

Die folgende Definition fasst die beiden Minimierungs-Schritte zusammen:

Definition 5.8 (reduzierter Automat zu einem DEA)

Fir einen DEA A bezeichnet A,.q := .,ZO den reduzierten Automaten, den man aus A
durch Eliminieren unerreichbarer Zustdnde und nachfolgendes Zusammenfassen dquiva-
lenter Zustande erhélt.

Wir wollen zeigen, dass der reduzierte Automat nicht weiter vereinfacht werden kann:
A,eq ist der kleinste DEA (beziiglich der Zustandszahl), der L(A) erkennt. Um den Be-
weis fithren zu kénnen, benédtigen wir als Hilfsmittel eine Aquivalenzrelation auf Wortern,
die sogenannte Nerode-Rechtskongruenz.
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Nerode-Rechtskongruenz

Die Nerode-Rechtskongruenz ist auch unabhéngig von reduzierten Automaten von In-
teresse und hat neben dem bereits erwahnten Beweis weitere interessante Anwendungen,
von denen wir zwei kurz darstellen werden: sie liefert eine von Automaten unabhéngige
Charakterisierung der erkennbaren Sprachen und stellt ein weiteres Mittel zur Verfii-
gung, um von einer Sprache nachzuweisen, dass sie nicht erkennbar ist.

Im Gegensatz zur Relation ~ 4 auf den Zusténden eines Automaten handelt es sich hier
um eine Relation auf Wértern.

Definition 5.9 (Nerode-Rechtskongruenz)

Es sei L C ¥* eine beliebige Sprache. Fiir u,v € ¥* definieren wir:
u~pv gdw. Yw e X ruw e L & vw € L.

Man beachte, dass das Wort w in Definition 5.9 auch gleich ¢ sein kann. Darum folgt
aus u ~p v,dassu € L& v e L.

Beispiel 5.10
Wir betrachten die Sprache

L ={w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w}

(vgl. Beispiele 1.7, 5.2)

e Es gilt:
ex~rb: Yw:ewelL gdw. w €L
gdw. w enthélt ab nicht
gdw.  bw enthélt ab nicht
gdw. bw e L

ectra: ebelL,abera-b¢ L
Wie zeigen nun, dass es sich bei ~; wirklich um eine Aquivalenzrelation handelt. In
der Tat ist ~j sogar eine Kongruenzrelation beziiglich Konkatenation von beliebigen

Woértern ,yon rechts“. Im folgenden bezeichnet der Indez eine Aquivalenzrelation die
Anzahl ihrer Klassen.

Lemma 5.11 (Eigenschaften von ~)
1) ~y ist eine Aquivalenzrelation.

2) ~ ist Rechtskongruenz, d.h. zusdtzlich zu 1) gilt: u ~p v = Yw € ¥* : uvw ~p vw.
3) L ist Vereinigung von ~-Klassen:
L=JWle
uelL

wobei [u]p == {v | u~p v}
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4) Ist L = L(A) fiir einen DEA A, so ist die Anzahl Zustinde > grofSer oder gleich
dem Index von ~.

Beweis.
1) folgt aus der Definition von ~, da ,,<* reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) Damit ww ~, vw gilt, muss fir alle w’ € ¥* gelten:
(x)  www' € L < vww €L
Wegen ww' € ¥* folgt () aus u >, v.

3) Zeige L = | [u]L.
uel
»,C"t Wenn u € L, dann ist [u];, in der Vereinigung rechts; zudem gilt u € [u]y.
, 2" Seiu € L und v € [u].
Wegen ¢ € ¥* folgt ausu =u-e € L und v~y wauchv =v-¢ € L.

4) Essei A= (Q,%,qo,0, F) ein DEA mit L = L(A).
Wir zeigen: §(qo, u) = d(qo, v) impliziert u ~, v:
Vw:uwe L  gdw. (g, uw) € F

gdw. ( (qo, )

)
gd_W <QO7vw)

gdw. wvwe L
Also folgt aus u %y v, dass 0(qo,u) # 6(qo,v) und damit gibt es mindestens so
viele Zustidnde wie ~-Klassen (Schubfachprinzip).

U
Beispiel 5.10 (Fortsetzung)

~ hat drei Klassen:
o [c]p = {b}
* lar = {b} {a}”
o [ab], =%* - {ab} - ¥*

Die vielleicht interessanteste Eigenschaft von ~ ist, dass die Aquivalenzklassen zur Defi-
nition eines kanonischen Automaten Aj, verwendet werden kénnen, der L erkennt. Dieser
Automat ergibt sich direkt und auf eindeutige Weise aus der Sprache L (im Gegensatz
zum reduzierten Automaten, fiir dessen Konstruktion man bereits einen Automaten fiir
die betrachtete Sprache haben muss). Damit wir einen endlichen Automaten erhalten,
diirfen wir die Konstruktion natiirlich nur auf Sprachen L anwenden, so dass ~; nur
endlich viele Aquivalenzklassen hat.

Definition 5.12 (Kanonischer DEA A, zu einer Sprache L)

Sei L C X* eine Sprache, so dass ~; endlichen Index hat. Der kanonische DEA A; =
(Q', 2, 40,0, F') zu L ist definiert durch:
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o @ :={lulL |ueX}

* g = lelr

e 0 ([u]r,a):=[ua], (représentantenunabhéngig wegen Lemma 5.11, Punkt 2)
o [":={[u]l, |uelL}

Man beachte, dass A, mit Punkt 4 von Lemma 5.11 eine minimale Anzahl von Zusténden
hat: es gibt keinen DEA, der L(Af) erkennt und weniger Zustande hat.

Beispiel 5.10 (Fortsetzung)

Fiir die Sprache
L ={w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w}

ergibt sich damit folgender kanonischer Automat Aj:

b a b
. 8 ’
»La (@)
Lemma 5.13

Hat ~j, endlichen Index, so ist Ay ein DEA mit L = L(Ap).

Beweis. Es gilt:

L(AL) = A{u]0'(g,u) € F'}
= {u|d([e]p,u) € '} (Def. gp)
= {u|[ulr € I} (wegen 0'([e]r, ) = [ulL)
— {u|uel} (Def. F)
= L

O

Das folgende Resultat ist eine interessante Anwendung der Nerode-Rechtskongruenz und
des kanonischen Automaten. Es liefert eine Charakterisierung von erkennbaren Sprachen,
die vollkommen unabhéngig von endlichen Automaten ist.

Satz 5.14 (Satz von Myhill und Nerode)

Eine Sprache L ist erkennbar gdw. =~ endlichen Index hat.

Bewezs.
»="1 Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 5.11, 4).
<" Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 5.13, da A; DEA ist, der L erkennt.
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Der Satz von Nerode liefert uns als Nebenprodukt eine weitere Methode, von einer
Sprache zu beweisen, dass sie nicht erkennbar ist.

Beispiel 5.15 (nichterkennbare Sprache)
Die Sprache L = {a™b™ | n > 0} ist nicht erkennbar, da fiir n # m gilt: a” %, ™. In
der Tat gilt a"b" € L, aber a™b"™ ¢ L. Daher hat ~; unendlichen Index.

Wir zeigen nun, dass

Satz 5.16 (Minimalitit des reduzierten DEA)

Sei A ein DEA. Dann hat jeder DEA, der L(A) erkennt, mindestens so viele Zustinde
wie der reduzierte DEA A, 4.

Beweis. Sei A= (Q, %, qo,0, F) und A,.q = (@, %, [qo0) 4, g, ﬁ) Wir definieren eine injek-

tive Abbildung 7, die jedem Zustand aus Q eine Aquivalenzklasse von ~; zuordnet. Es
folgt, dass A,.q hdchstens so viele Zustdnde hat, wie ~; Aquivalenzklassen (Schubfach-
prinzip), also ist er nach Punkt 4 von Lemma 5.11 minimal.

Sei [q]a € @ Nach Definition von A,.q ist ¢ in A von ¢y erreichbar mit einem Wort wj,.
Setre m([ql4) = [t
Es bleibt, zu zeigen, dass 7 injektiv ist. Seien [q] 4, [p]a € @ mit [¢]4 # [p]a. Dann gilt
q %4 pund es gibt w € ¥* so dass

g, w) e F<dpw)elF
nicht gilt. Nach Wahl von w, und w, gilt dann aber auch

3(qo, waw) € F < 6(qp, wpw) € F
nicht und damit auch nicht
wow € L & wyw € L

Es folgt w, %1 w,, also 7([q]a) # 7([p]a) wie gewiinscht. O

Es ist also sowohl der reduzierte Automat als auch der kanonische Automat von minima-
ler Grofe. In der Tat ist der Zusammenhang zwischen beiden Automaten sogar noch viel
enger: man kann zeigen, dass sie identisch bis auf Zustandsumbenennung sind. Formal
wird das durch den Begriff der Isomorphie beschrieben.

Definition 5.17 (isomorph)
Zwei DEAs A = (Q,%,qo,d, F) und A" = (Q', %, q, ¢, F') sind isomorph (geschrieben
A~ A) gdw. es eine Bijektion 7 : Q — Q' gibt mit:
 m(qo) = b
(F) ={7(q) [ ¢ € F} = F', wobei n(F) = {r(q) [ ¢ € F'}
(6(q,a)) = 0'(m(q),a) fir alle g € Q, a € X

°
=

e T
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Lemma 5.18
A~ A" = L(A)=L(A)

Beweis. Es sei m : Q — @' der Isomorphismus. Durch Induktion tiber |w| zeigt man
leicht, dass 7(d(q, w)) = §'(n(q), w). Daher gilt:

weL(A)  gdw.  d(g,w) € F

gdw.  7(0(qo,w)) € F’ (wegen 7(F) = F')
gdw. ¢ (7m(qo), w) € F'
gdw.  &'(gp, w) € F (wegen gy = 7(q0))

gdw. we L(A) O

Wir kénnen nun Minimalitdt und Eindeutigkeit des reduzierten Automaten zeigen.

Satz 5.19 (Isomorphie reduzierter und kanonischer Automat)
FEs sei L eine erkennbare Sprache und A ein DEA mit L(A) = L. Dann gilt: der redu-
zierte Automat A,eq := Ao isomorph zum kanonischen Automaten Aj,.

Beweis. Es sei Ayeq = (Q,2,q0,0, F) und A = (Q', %, q, 0", F'). Wir definieren eine
Funktion 7 : @ — @ und zeigen, dass sie ein Isomorphismus ist. Fiir jedes ¢ € @
existiert (mindestens) ein w, € ¥* mit d(qo, w,) = ¢, da in A,.4 alle Zustande erreichbar
sind. O.B.d.A. sei w,, = . Wir definieren 7(q) := [w,]r.
[) 7 ist injektiv:

Wir miissen zeigen, dass aus p # ¢ auch [w,|, # [w,]. folgt.

Da A,.4 reduziert ist, sind verschiedene Zustdnde nicht dquivalent. Es gibt also

mindestens ein w, fiir das

d(p,w) € F & d(q,w) € F
nicht gilt. Das heifst aber, dass
3(qo, wpyw) € F < §(qp, wyw) € F

nicht gilt und damit wiederum, dass wyw € L < w,w € L nicht gilt. Also ist
wp #p wy, dhe [wy]p # [wg]L.

II) = ist surjektiv:
Folgt aus Injektivitat und |@| > |Q’| (Punkt 4 Lemma 5.11).

1) 7(q0) = qf:
Da wy, = € und ¢} = [¢].

V) n(F) = F"
ge FF gdw. d(q,w,) € F  (Wahl w,)
gdw. w, €L
gdw.  |w,|L € F' (Def. F")

gdw.  7(q) € I
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V) w(6(q, a)) = 0'(w(q), a):
Als Abkiirzung setze p = d(q, a). Die Hilfsaussage

5(Q07 wp) = 5(Q07 U}qa) (*)
gilt wegen:
0(qo,wp) = p (Wahl w),)
= 4(g,a)
0(0(go, wg), @)  (Wahl wg)
= 5(Q07 wqa>
Mittels (%) zeigen wir nun:
") = [wle  (Def. )
= [walg (folgt aus () und L(A,cq) = L)
= 0'([wyr,a) (Def. Ap)
= 0'(m(q),a) (Def. m)

Dieser Satz zeigt auch folgende interessante Eigenschaften:

e der reduzierte Automat A,.q ist unabhéngig vom urspriinglichen DEA A:
wenn L(A) = L(B) = L, dann gilt wegen A,eq ~ A ~ Byeq auch A,cq >~ Bieg
(denn die Komposition zweier Isomorphismen ergibt wieder einen Isomorphismus);

e Fiir jede erkennbare Sprache L gibt es einen eindeutigen minimalen DEA:
Wenn L(A) = L(B) = L und A und B minimale Zustandszahl unter allen DEAs
haben, die L erkennen, dann enthalten A und B weder unerreichbare noch dquiva-
lente Zustande und der jeweilige reduzierte Automat ist identisch zum urspriingli-
chen Automaten. Damit gilt A = A,eq >~ A =~ B,.q = B, also auch A ~ B.

Im Prinzip liefert Satz 5.19 zudem eine Methode, um von zwei Automaten zu entscheiden,
ob sie dieselbe Sprache akzeptieren:

Korollar 5.20
Es seien A und A" DEAs. Dann gilt: L(A) = L(A")  gdw. Ayeq~ A,

Man kann die reduzierten Automaten wie beschrieben konstruieren. Fiir gegebene Au-
tomaten kann man feststellen, ob sie isomorph sind (teste alle Bijektionen). Da es expo-
nentiell viele Kandidaten fiir eine Bijektion gibt, ist diese Methode nicht optimal.

Hat man NEAs an Stelle von DEAs gegeben, so kann man diese zuerst deterministisch
machen und dann das Korollar anwenden.

Zum Abschluss von Teil I erwidhnen wir einige hier aus Zeitgriinden nicht behandelte
Themenbereiche:
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Andere Varianten von endlichen Automaten:

NEAs/DEAs mit Ausgabe (sogenannte Transduktoren) haben Ubergéinge p a—/v> A
q, wobei v € I'* ein Wort iiber einem Ausgabealphabet ist. Solche Automaten be-
schreiben Funktionen ¥* — I'™. 2-Wege Automaten kénnen sich sowohl vorwérts
als auch riickwérts auf der Eingabe bewegen. Alternierende Automaten generali-
sieren NEAs: zusétzlich zu den nicht-deterministischen Ubergéingen, die einer exis-
tentiellen Quantifizierung entsprechen, gibt es hier auch universell quantifizierte
Ubergiinge.

Algebraische Theorie formaler Sprachen:

Jeder Sprache L wird ein Monoid M}, (syntaktisches Monoid) zugeordnet. Klassen
von Sprachen entsprechen dann Klassen von Monoiden, z.B. L ist reguldr gdw.
M7, endlich. Dies ermdglicht einen sehr fruchtbaren algebraischen Zugang zur Au-
tomatentheorie.

Automaten auf unendlichen Wortern:

Hier geht es um Automaten, die unendliche Wérter (unendliche Folgen von Symbo-
len) als Eingabe erhalten. Die Akzeptaz via Endzustand funktioniert hier natiirlich
nicht mehr und man studiert verschiedene Akzeptanzbedingungen wie z.B. Biichi-
Akzeptanz und Rabin-Akzeptanz.

Baumautomaten:

Diese Automaten erhalten Baume statt Worter als Eingabe. Eine streng linea-
re Abarbeitung wie bei Wortern ist in diesem Fall natiirlich nicht moglich. Man
unterscheidet zwischen Top-Down und Bottom-Up Automaten.
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. Grammatiken, kontextfreie
Sprachen und Kellerautomaten

Einflihrung

Der zweite Teil beschéftigt sich hauptsédchlich mit der Klasse der kontextfreien Sprachen
sowie mit Kellerautomaten, dem zu dieser Sprachfamilie passenden Automatenmodell.
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist allgemeiner als die der reguldren Sprachen und
dementsprechend konnen Kellerautomaten als eine Erweiterung von endlichen Automa-
ten verstanden werden. Kontextfreie Sprachen spielen in der Informatik eine wichtige
Rolle, da durch sie z.B. die Syntax von Programmiersprachen (zumindest in grofen
Teilen) beschreibbar ist.

Bevor wir uns im Detail den kontextfreien Sprachen zuwenden, fithren wir Grammatiken
als allgemeines Mittel zum Generieren von formalen Sprachen ein. Wir werden sehen,
dass sich sowohl die reguléren als auch die kontextfreien Sprachen und weitere, noch
allgemeinere Sprachklassen mittels Grammatiken definieren lassen. Diese Sprachklassen
sind angeordnet in der bekannten Chomsky-Hierarchie von formalen Sprachen.
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6. Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken dienen dazu, Worter zu erzeugen. Man hat dazu Regeln, die es erlauben,
ein Wort durch ein anderes Wort zu ersetzen (aus ihm abzuleiten). Die erzeugte Sprache
ist die Menge der Worter, die ausgehend von einem Startsymbol durch wiederholtes
Ersetzen erzeugt werden kénnen.

Beispiel 6.1
Regeln: S —aSb (1)
S—¢ (2)
Startsymbol: S

Eine mogliche Ableitung eines Wortes ist:

S 5 aSh — aaSbb — aaaSbbb — aaabbb

Das Symbol S ist hier ein Hilfssymbol (nichtterminales Symbol) und man ist nur an
erzeugten Wortern interessiert, die das Hilfssymbol nicht enthalten (Zerminalworter).
Man sieht leicht, dass dies in diesem Fall genau die Worter a™b™ mit n > 0 sind.

Definition 6.2 (Grammatik)
Eine Grammatik ist von der Form G = (N, X, P, S), wobei

e N und X endliche, disjunkte Alphabete von Nichtterminalsymbolen bzw. Termi-
nalsymbolen sind,

e S € N das Startsymbol ist,

e P C (NUX)TX(NUX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln ( Produktionen)
1st.

Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir Produktionen (u,v) € P gewthnlich als
u— 0.

Man beachte, dass die rechte Seite von Produktionen aus dem leeren Wort bestehen
darf, die linke jedoch nicht. Ausserdem sei darauf hingewiesen, dass sowohl Nichttermi-
nalsymbole als auch Terminalsymbole durch eine Ersetzungsregel ersetzt werden diirfen.

Beispiel 6.3
Folgendes Tupel ist eine Grammatik: G = (N, X, P, S) mit

e N = {S B}

Y = {a,bc}

P = {S — aSBc,
S — abe,
cB — Bec,
bB — bb}

51



Die Chomsky-Hierarchie

Im Folgenden schreiben wir meistens Elemente von N mit Grossbuchstaben und Ele-
mente von ¥ mit Kleinbuchstaben.

Wir definieren nun, was es heifst, dass man ein Wort durch Anwenden der Regeln aus
einem anderen ableiten kann.

Definition 6.4 (durch eine Grammatik erzeugte Sprache)
Sei G = (N, %, P, S) eine Grammatik und z,y Woérter aus (N U X)*.
1) y aus = direkt ableitbar:
T = rury und y = r1vxe mit x Fg y und xy, 25 € (N UX)*
2) y aus x in n Schritten ableitbar:
rhgy gdw. x ko Fa, o Fyfira,.. .z, € (NUX)*
3) y aus x ableitbar:

rFLy gdw. Ly fireinn >0

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G) :={we X" | SF w}.

Man ist also bei der erzeugten Sprache nur an den in G aus S ableitbaren Terminalwor-
tern interessiert.

Beispiel 6.3 (Fortsetzung)

Eine Beispielableitung in der Grammatik aus Beispiel 6.3:

Ste abe, d.h. abe € L(G)
Stae aSBce

Fo aaSBcBce

Fo aaabcBeBe

Fo aaabBcecBe

2, aaabBBcce

2 aaabbbece
Die erzeugte Sprache ist L(G) = {a™b"c" | n > 1}.
Bewess.
, 2" Firn =1 1ist abe € L(G) klar. Fiir n > 1 sieht man leicht:
S I—Z_l a"_lS(Bc)"_1 Fa a"bc(Bc)"_1 o a"bB" " o a™b'c"
»C" Sei S HE w mit w € ¥*. Offenbar wird die Regel S — abe in der Ableitung von w

genau einmal angewendet. Ist das der erste Schritt, so w = abe € {a"b"c" | n > 1}.
Andernfalls kann vor der Anwendung von S — abc nur die Regel S — aSBc
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angewendet werden, da keine b’s generiert werden kénnen. Die Anwendung von
S — abc hat damit die Form

a™ 'Su k- a"beu mit u € {c, BY* und |u|p = |ul. =n — 1.

Nun sind nur noch ¢B — Bc und bB — bb angewendbar. Man zeigt leicht per
Induktion iiber die Anzahl der Regelanwendungen, dass alle dabei entstehenden
Worter die folgende Form haben:

a"bFv mit v € {¢, B}*,|v|]p =n — k und |v|. = n.

Insbesondere ist also w = a™b"c" € {a™b"c" | n > 1}.

Beispiel 6.5
Betrachte die Grammatik G = (N, X, P, S) mit
e N = {S B}
Y = {a,b}
P = {S —aS,
S —bS,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

Die erzeugte Sprache ist L(G) = ¥* - {a} - {b} - &*

Die Grammatiken aus Beispiel 6.5, 6.3 und 6.1 gehdren zu unterschiedlichen Sprach-
klassen, die alle durch Grammatiken erzeugt werden kénnen. Sie sind angeordnet in der
Chomsky-Hierarchie.

Definition 6.6 (Chomsky-Hierarchie, Typen von Grammatiken)
Es sei G = (N, X, P, S) eine Grammatik.
e Jede Grammatik G ist Grammatik vom Typ 0.

e (G ist Grammatik vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls alle Regeln nicht verkirzend
sind, also die Form w — u haben wobei w,u € (¥ U N)* und |u| > |w|.

Ausnahme: Die Regel S — ¢ ist erlaubt, wenn S in keiner Produktion auf der
rechten Seite vorkommt.

e G ist Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls alle Regeln die Form A — w
haben mit A € N,w € (XU N)*.

e (G ist Grammatik vom Typ 3 (rechtslinear), falls alle Regeln die Form A — uB
oder A — u haben mit A, B € N, u € X*.
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Die kontextfreien Sprachen heiften deshalb so, weil die linke Seite jeder Produktion nur
aus einem Nichtterminalsymbol A besteht, das unabhéngig vom Kontext im Wort (also
dem Teilwort links von A und dem Teilwort rechts von A) ersetzt wird. Bei kontextsen-
sitiven Grammatiken sind hingegen Regeln

w1 Ae — uwus

erlaubt wenn |w| > 1. Hier ist die Ersetzung von A durch w abhéngig davon, dass der
richtige Kontext (u; links und uy rechts, beides aus (N U X)*) im Wort vorhanden ist.
Man kann sogar zeigen, dass es keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, kontextfreie
Grammatiken ausschlieklich durch Regeln der obigen Form zu definieren.

Beachte auch: Bei allen Grammatiktypen ist es nach Definition erlaubt, dass ein Nicht-
terminal auf der linken Seite mehrerer Regeln verwendet wird.

Eine sehr wichtige Eigenschaft von kontextsensitiven Grammatiken ist, dass die Anwen-
dung einer Produktion das Wort nicht verkiirzen kann. Vor diesem Hintergrund ist auch
die Ausnahme S — ¢ zu verstehen: sie dient dazu, das leere Wort generieren zu kénnen,
was ohne Verkiirzen natiirlich nicht méglich ist. Wenn diese Regel verwendet wird, dann
sind Regeln wie aAb — aSb aber implizit verkiirzend, da Sie das Ableiten von ab aus
aAb erlauben. Um das zu verhindern, darf in der Gegenwart von S — ¢ das Symbol S
nicht auf der rechten Seite von Produktionen verwendet werden.

Beispiel 6.7

Die Grammatik aus Beispiel 6.1 ist vom Typ 2. Sie ist nicht vom Typ 1, da S — ¢
vorhanden ist, aber S auf der rechten Seite von Produktionen verwendet wird. Es gibt
aber eine Grammatik vom Typ 1, die dieselbe Sprache erzeugt:

S — ¢

S — 9
S" — ab
S" — aS'b

Die Grammatik aus Beispiel 6.3 ist vom Typ 1. Wir werden spéter sehen, dass es keine
Grammatik vom Typ 2 gibt, die die Sprache aus diesem Beispiel generiert. Die Gram-
matik aus Beispiel 6.5 ist vom Typ 2.

Die unterschiedlichen Typen von Grammatiken fithren zu unterschiedlichen Typen von
Sprachen.

Definition 6.8 (Klasse der Typ-i-Sprachen)
Fiir ¢+ = 0,1, 2, 3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als

L;:={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

o4



Die Chomsky-Hierarchie

Nach Definition kann eine Grammatik vom Typ ¢ auch Sprachen héheren Typs j > 4
generieren (aber nicht umgekehrt). So erzeugt beispielsweise die folgende Typ-1 Gram-
matik die Sprache {a"b" | n > 0}, welche nach Beispiel 6.1 vom Typ 2 ist:

S — ¢
S — ab
S — aXb
aXb — aaXbb
X — ab

Offensichtlich ist jede Grammatik von Typ 3 auch eine vom Typ 2 und jede Grammatik
von Typ 1 auch eine vom Typ 0. Da Grammatiken vom Typ 2 und 3 das Verkiirzen
des abgeleiteten Wortes erlauben, sind solche Grammatiken nicht notwendigerweise vom
Typ 1. Wir werden jedoch spéter sehen, dass jede Typ 2 Grammatik effektiv in eine
Typ 1 Grammatik gewandelt werden kann, die dieselbe Sprache erzeugt. Daher bilden
die assoziierten Sprachtypen eine Hierarchie. Diese ist sogar strikt.

Lemma 6.9
L3 C Ly C L CLy

Beweis. Nach Definition der Grammatiktypen gilt offenbar £3 C Ly und £; C L.
Die Inklusion £, C L£; werden wir spéter zeigen (Satz 8.12). Auch die Striktheit der
Inklusionen werden wir erst spéiter beweisen. O
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7. Rechtslineare Grammatiken und regulare Sprachen

Wir zeigen, dass rechtslineare Grammatiken genau die erkennbaren Sprachen generieren.
Damit haben wir eine weitere, unabhingige Charakterisierung dieser Klassen von Spra-
chen gefunden und alle Resultate, die wir bereits fiir die erkennbaren Sprachen bewiesen
haben, gelten auch fiir Typ 3-Sprachen.

Satz 7.1
Die Typ-3-Sprachen sind genau die reguldren/erkennbaren Sprachen, d.h.

L3 ={L | L ist requldr}.
Beweis. Der Beweis wird in zwei Richtungen durchgefiihrt:
1. Jede Typ-3-Sprache ist erkennbar
S L e L3, dh. L = L(G) fir eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S). Es gilt
wy - wy, € L(G)  gdw. es gibt eine Ableitung

(*) S = BQ l_G wlBl l_G U}leBQ l_G c. l_G wy ... U}nlenfl l_G w1 ... Wp—1Wy

fir Produktionen B; | — w;B; ¢ P (i=1,...,n)und B, — w, € P.

Diese Ableitung dhnelt dem Lauf eines NEA auf dem Wort wy - - - w,, wobei die
Nichtterminale die Zusténde sind und die Produktionen die Uberginge beschrei-
ben.

Wir konstruieren nun einen NEA mit Worttransitionen, der die Nichtterminalsym-
bole von G als Zustédnde hat:

A= (NU{Q}, X, S, A {Q}), wobei
e () ¢ N Endzustand ist und
e A={(A,w,B)| A— wBe P}U{(A,w,N) | A— we P}

Ableitungen der Form (%) entsprechen nun genau Pfaden in A:
(ox)  (S,w1, By) (B, wa, Ba) . (Bpa, Wn—1, By1)(Bn1, wn, )
Dies zeigt L(A) = L(G).

Beispiel 6.5 (Fortsetzung)
Die Grammatik
P= {S —aS,
S — b5,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

liefert den folgenden NEA mit Wortiibergéngen:
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2. Jede erkennbare Sprache ist eine Typ-3-Sprache

Sei L = L(A) fiir einen NEA A = (Q, %, qo, A, F'). Wir definieren daraus eine
Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S) wie folgt:

N :=Q
S=qo
P:={p—aq|(paq cAtU{p—c|pecF}

Ein Pfad in A der Form
(90, a1, q1)(q1, a2, G2) - - - (Gn-1, Ony @)
mit g, € F entspricht nun genau einer Ableitung

Q@ Fagaiqn FagaiagpFa ... Fagar...a,q, Fgar...a,.

Beispiel:
Der folgende NEA

liefert die Grammatik mit den rechtslinearen Produktionen
P= {q — aq,

qo — bqo,

qo — aqi,

q — b,

Q2 — aqa,

q2 — b,

@ — e}

Korollar 7.2
L3 C L.
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Beweis. Wir wissen bereits, dass L3 C Lo gilt. Aufserdem haben wir mit Beispiel 6.1
L := {a"b" | n > 0} € L5. Wir haben bereits gezeigt, dass L nicht erkennbar /regulér
ist, d.h. mit Satz 7.1 folgt L ¢ L. O

Beispiel 7.3
Als ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist, betrachten
wir L = {a"b™ | n # m}. (Vgl. Beispiele 2.3, 3.2) Man kann diese Sprache mit folgender
kontextfreien Grammatik erzeugen:
G = (N,%, P, S) mit
e N = {5555}
e X = {ab}
e P = {S — CLSZ, S — Sgb,
Sz — CLSzb, SS — CLSSZ),
52 — CLSE, SS — Sgba
SZ — €, SS — 6}

Es gilt nun:
o S FLwe{a, b} = w=a"b" mit n >m,
o ScFLwe{a,b}" = w=a"b" mit n <m,
woraus sich ergibt:
o SHLwe {a,b}* = w=aa™™ mit n > m oder w = a™b™b mit n < m,

d.h. L(G) = {a™™ | n # m}.
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8. Normalformen und Entscheidungsprobleme

Es existieren verschiedene Normalformen fir kontextfreie Grammatiken, bei denen die
syntaktische Form der Regeln weiter eingeschriankt wird, ohne dass die Klasse der er-
zeugten Sprachen sich dndert. Wir werden insbesondere die Chomsky Normalform ken-
nenlernen und sie verwenden, um einen effizienten Algorithmus fiir das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen zu entwickeln. Zudem ist jede kontextfreie Grammatik in Chomsky
Normalform auch eine Typ-1 Grammatik, was die noch ausstehende Inklusion £y C £
zeigt.

Zwei Grammatiken heifsen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.

Zunéchst zeigen wir, wie man ,iiberfliissige’ Symbole aus kontextfreien Grammatiken
eliminieren kann. Das ist zum spéteren Herstellen der Chomsky-Normalform nicht un-
bedingt notwendig, es ist aber trotzdem ein natiirlicher erster Schritt zum Vereinfachen
einer Grammatik.

Definition 8.1 (terminierende, erreichbare Symbole; reduzierte Grammatik)
Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

1) A € N heifit terminierend, falls es ein w € ¥* gibt mit A -, w.

2) A € N heit erreichbar, falls es u,v € (X U N)* gibt mit S F}, uAv.

3) G heilt reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend sind.

Die folgenden zwei Lemmata bilden die Grundlage zum wandeln einer kontextfreien
Grammatik in eine reduzierte Kontextfreie Grammatik.

Lemma 8.2

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, S) kann man effektiv die Menge der
terminierenden Symbole bestimmen.

Beweis. Wir definieren dazu

Th:={AeN|Fwe¥X:A—weP}
Tis1: =T, U{AeN|Jwe (XUT)":A— we P}

Es gilt
TWCT,C...CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit T = Ty = |J T;.

i>1
Behauptung:
T, ={A € N | Aist terminierend}, denn:

,C" Zeige durch Induktion iiber i: alle Elemente von T}, i > 1, terminierend:
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o i—1: AeT = AFgw € ¥, also A terminierend.
o i i+l ATy = ArguiBiusBs .. . u, By, mit vy € ¥* und B; € T},
also (Induktion) B; ¢ w; € ¥*. Es folgt, dass A terminierend.
, D' Zeige durch Induktion iiber i:
AFFwey = AcT,.

ei=1 At weX =2A-—weP=AcT

o i it AR we X
= Atgu1 By ... u,Bpy i1 I—éi ULWY -« Up Wyl = W,

mit u; € ¥* und B, F5' w; € *

= B, € T, fir alle j (Induktion)
= AeTipn

Beispiel 8.3
P={ S— A S — aCbBa,
A — aBAc, B — Cab,
C — AB, C — aa,
T1 :{C} CTQZ{C,B} CT3:{C,B,S}:T4

Es ist also A das einzige nichtterminierende Symbol.

Seitenbemerkung: Lemma 8.2 hat folgende interessante Konsequenz.

Satz 8.4

Das Leerheitsproblem ist fiir kontextfreie Grammatiken in polynomieller Zeit entscheid-
bar.

Beweis. Offenbar gilt L(G) # 0 gdw. Jw € ¥*: SFL w  gdw. S ist terminierend.
Ausserdem ist leicht zu sehen, dass der Algorithmus zum Berechnen aller terminierenden
Symbole in polynomieller Zeit lauft. O

Wir werden spéter sehen, dass das Leerheitsproblem fiir Grammatiken der Typen 0 und

1 nicht entscheidbar ist.

Lemma 8.5

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, %, P, S) kann man effektiv die Menge der
erreichbaren Nichtterminalsymbole bestimmen.

Beweis. Wir definieren dazu

EO = {S}
Eiy1 = E;U{A | 3B € E; mit Regel B — u; Auy € P}
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Es gilt
EcCE, CE,C...CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ej, = Ey 1 und damit Ey = |J E;.

i>0
Behauptung:
E, ={A € N | Aist erreichbar}, denn:

,C" Zeige durch Induktion iiber i: E; enthélt nur erreichbare Symbole
, 2" Zeige durch Induktion tiber i: S+ uAv = A € E;.

Beispiel 8.6
P={ S—aS, A— ASB,
S—SB, A—C,
S —SS, B — Cb,
S—e }

Ey={S}CE, ={S,BYC Ey={S,B,C}=E}

Es ist also A das einzige nichterreichbare Symbol.

Lemma 8.2 und 8.5 zusammen zeigen, wie man unerreichbare und nichtterminierende
Symbole eliminieren kann.

Satz 8.7

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # 0 kann man effektiv eine aquivalente
reduzierte kontextfreie Grammatik erzeugen.

Beweis. Sei G = (N,%, P,S).
Erster Schritt: Eliminieren nicht terminierender Symbole.
Definiere G’ := (N, %, P’, S), wobei
o N':={A € N | Aist terminierend in G}
e P={A—weP|Ae N, we (N UX)}
Beachte: Weil L(G) # 0 ist S terminierend, also S € N'!
Zweiter Schritt: Eliminieren unerreichbarer Symbole.
Wir definieren G” := (N”, %, P”,S), wobei
o N":={A e N'| Aist erreichbar in G’}
o Pl ={A—weP |Ac N"}
Beachte: Ist A € N” und A — u;Buy € P, soist B € N”.
Man sieht leicht, dass L(G) = L(G") = L(G") und G” reduziert ist. O
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Vorsicht:

Die Reihenfolge der beiden Schritte ist wichtig, dann das Eliminieren nicht terminie-
render Symbole kann zusétzliche Symbole unerreichbar machen (aber nicht umgekehrt).
Betrachte zum Beispiel die Grammatik G = (N, X, P, S) mit

P={S—¢e S— AB, A—a}

In G sind alle Symbole erreichbar. Eliminiert man zuerst die unerreichbaren Symbole,
so éndert sich die Grammatik also nicht. Das einzige nicht terminierende Symbol ist B
und dessen Elimination liefert

P'={S—e¢ A—a}
Diese Grammatik ist nicht reduziert, da nun A unerreichbar ist.

Beachte auch, dass eine Grammatik G mit L(G) = () niemals reduziert sein kann, da
jede Grammatik ein Startsymbol S enthalten muss und S in GG nicht terminierend sein
kann.

Wie zeigen nun, dass jede reduzierte Grammatik effektiv in eine dquivalente Grammatik
in Chomsky-Normalform gewandelt werden kann. Dies geschieht in drei Schritten:

e Eliminieren von Regeln der Form A — ¢ (e-Regeln),

e Eliminieren von Regeln der Form A — B (Kettenregeln),

e Aufbrechen langer Worter auf den rechten Seiten von Produktionen und Aufheben
der Mischung von Terminalen und Nichtterminalen.

Am Ende werden wir die sogennante Chomsky-Normalform hergestellt haben, bei der
alle Regeln die Form A — BC und A — a haben. Wie bei Typ-1-Grammatiken ist
die Ausnahme S — ¢ erlaubt, wenn ¢ nicht auf der rechten Seite von Produktionen
vorkommt.

Wir beginnen mit dem Eliminieren von e-Regeln.
Definition 8.8 (e-freie kontextfreie Grammatik)
Eine kontextfreie Grammatik heifst e-frei, falls gilt:

1) Sie enthélt keine Regeln A — ¢ fiir A # S.

2) Ist S — ¢ enthalten, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor.

Um eine Grammatik e-frei zu machen, eliminieren wir zunéchst alle e-Regeln. Wir er-
halten eine Grammatik G’ mit L(G') = L(G) \ {e}. Das Fehlen von e kann man spéter
leicht wieder ausgleichen.

Lemma 8.9

Es sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann lisst sich eine Grammatik G' ohne e-Regeln
konstruieren mit L(G') = L(G) \ {¢}.
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Beweis.

1) Finde alle A € N mit A e:

Ni:={AeN|A—ceP}
Es gibt ein k mit Ny = Ny = |J N;. Fiir dieses k gilt: A € Ny gdw. AF§ e
i>1
2) Eliminiere in G alle Regeln A — €. Um dies auszugleichen, nimmt man fiir alle
Regeln

A—>UlBl...uanU,n+1 mit Bl,...,Bn eNk und Upy ooy Uptl € (EUN\Nk)*

die Regeln
A — uBrug .. U Bty
hinzu fiir alle 8; € {By,¢}, ..., 0, € {By, e} mit uifius ... upButnig # €. O
Beispiel:
P= {S—aS S — 55, 5 — bA,
A — BB,
B — CC, B— aAbC,
C — ¢}
NO - {C}a
Nl - {Ca B}7

Ny = {C,B,A} = Nj

P= {S—aS S— 55 S —bA S —,
A— BB, A— B,
B—CC, B— C,
B — aAbC, B — abC, B — aAb, B — ab}

Die Ableitung S - bA - bBB F bCCB F bCCCC F* b kann in G’ direkt durch S F b

erreicht werden.

Satz 8.10

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann effektiv eine dquivalente e-freie Grammatik
konstruiert werden.

Beweis. Konstruiere G’ wie im Beweis von Lemma 8.9 beschrieben. Ist ¢ ¢ L(G) (d.h.
S ¢ e, also S ¢ Ni), so ist G’ die gesuchte e-freie Grammatik. Sonst erweitere G’ um
ein neues Startsymbol Sy und die Produktionen Sy — S und Sy — ¢. O

Korollar 8.11
Ly C L.
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Beweis. Offenbar ist jede e-freie kontextfreie Grammatik eine Typ-1-Grammatik, da
keine der verbleibenden Regeln verkiirzend ist (mit Ausnahme von S — ¢, wobei dann
S ja aber wie auch bei Typ-1 gefordert auf keiner rechten Regelseite auftritt). O

Der folgende Satz zeigt, dass man auf Kettenregeln verzichten kann.

Satz 8.12

Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine aquivalente kontextfreie Gram-
matik konstruieren, die keine Kettenregeln enthdlt.

Beweisskizze.

1) Bestimme zu jedem A € N die Menge N(A) :={B € N | A+, B}
(effektiv machbar).

2) P={A—w|B—weP, Be NA) und w ¢ N} O
Beispiel:
P={S— A A— B, B— aA, B— b}
N(S) ={S, A, B},
N(A) = {4, B},
N(B) = {B}
P'={B —aA, A—aA, S— aA,
B—b A—b S—b}

Wir etablieren nun die Chomsky-Normalform.

Satz 8.13 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich umformen in eine dquivalente Grammatik, die
nur Regeln der Form

e A—a, A— BC mit A, B,C €N, a€X
o und eventuell S — €, wobei S nicht rechts vorkommdt

enthalt. Fine derartige Grammatik heifit dann Grammatik in Chomsky-Normalform.

Beweis.

1) Konstruiere zu der gegebenen Grammatik eine dquivalente e-freie ohne Kettenre-
geln. (Dabei ist die Reihenfolge wichtig!)

2) Fiihre fiir jedes a € X ein neues Nichtterminalsymbol X, und die Produktion
X, — a ein.

3) Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ ¥ alle Terminalsymbole a durch die
zugehorigen X,,.
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4) Produktionen A — By ... B, fiir n > 2 werden ersetzt durch
A— BlCl, Cl — BQCQ, cey Cnf2 — anan

wobei die C}; jeweils neue Symbole sind.

O

Wir betrachten nun das Wortproblem fiir kontextfrei Sprachen. Im Gegensatz zu den
reguldren Sprachen fixieren wir dabei eine kontextfreie Sprache L, die durch eine Gram-
matik G' gegeben ist, anstatt GG als Eingabe zu betrachten. Die zu entscheidende Frage
lautet dann: gegeben ein Wort w € ¥*, ist w € L? Das fixieren der Sprache ist fiir kon-
textfreie Sprachen in den meisten Anwendungen durchaus sinnvoll: wenn man z.B. einen
Parser fiir eine Programmiersprache erstellt, so tut man dies i.d.R. fiir eine einzelne, fi-
xierte Sprache und betrachtet nur das in der Programmiersprache formulierte Programm
(= Wort) als Eingabe, nicht aber die Grammatik fiir die Programmiersprache selbst.

Wir beginnen damit, kurz den Grund fiir die Entscheidbarkeit des Wortproblem fiir
requldre Sprachen zu rekapitulieren. Wir haben zwar eine Reduktion auf das Leerheits-
problem verwendet (um eine gute Komplexitét zu erreichen), aber ein viel einfacherer
Grund fiir Entscheidbarkeit ist der folgende: ein akzeptierender Pfad im NEA A, der
mit w beschriftet ist, muss genau die Lange |w| haben. Es gibt offensichtlich nur endlich
viele Kandidaten fiir Pfade dieser Lénge. Man kann also alle Kandidaten aufzdhlen und
dann prifen, ob einer davon ein akzeptierender Pfad fiir w ist. Analog dazu muss jede
Ableitung von w in einer rechtslinearen Grammatik genau die Lénge |w| haben, so dass
man hier dasselbe Argument wie fiir Pfade in einem Automaten verwenden kann.

Im allgemeinen kann man bei kontextfreien Grammatiken keine Schranke fiir die Linge
einer Ableitung von w angeben. Dies liegt an den Regeln A — ¢ und an Kettenregeln:
man kann u.U. mit Kettenregeln beliebig oft zwei Nichtterminale hin- und hertauschen
erzeugen bevor man mit “sinnvollen” Ableitungsschritten weitermacht. Bei Grammatiken
in Chomsky-Normalform existiert eine solche Schranke aber sehr wohl:

e Produktionen der Form A — BC verlingern um 1, d.h. sie konnen maximal
|w| — 1-mal angewandt werden.

e Produktionen der Form A — a erzeugen genau ein Terminalsymbol von w, d.h.
sie werden genau |w|-mal angewandt.

Es folgt: w € L(G) wird durch eine Ableitung der Linge < 2|w|+1 erzeugt (“+1” wegen
des leeren Wortes, das Lange 0 hat, aber einen Ableitungsschritt benétigt).

Da es aber i.a. > 2" Ableitungen der Lange n geben kann, liefert dies ein exponentielles
Verfahren zur Entscheidung des Wortproblems.

Ein besseres Verfahren (kubisch) liefert die folgende Uberlegung:

Definition 8.14

Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und
w=a...a, €X*. Wir definieren:
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L4 Nij I:{AEN | AI_*Gwz]}
Mit dieser Notation gilt nun:

1) SeNp, gdw. w € L(G)
2) A€ Ny gdw. ARy a;
gdw. A —a; € P
3) AeN,;jfiri<y gdw. AF{a;...q;
gdw. JA — BC € P und ein k mit ¢ < k < j mit
Brgap...a,und CFgoagqy .. .q4
gdw. JA — BC € P und k mit ¢ < k < j mit
B € Ny, und C' € N(gy1);

Diese Uberlegungen liefern einen Algorithmus zur Berechnung von Ny, nach der soge-
nannten “Divide & Conquer” (“Teile und Herrsche”) Methode. Die generelle Idee dabei
ist, das eigentliche Problem in Teilprobleme zu uerlegen und diese dann beginnend mit
den einfachsten und fortschreitend zu immer komplexeren Teilproblemen zu 16sen. Im
vorliegenden Fall sind die Teilprobleme das Berechnen der N;; mit ¢ < j. Die “einfachs-
ten” Teilprobleme sind dann diejenigen mit ¢ = 7 und die Teilprobleme werden immer
schwieriger, je grofer die Teilwortlange j — ¢ wird.

Algorithmus 8.15 (CYK-Algorithmus von Cocke, Younger, Kasami)
For i := 1 10 n DO

Ny :={A| A— a; € P}
For / := 110 n—1Do (wachsende Teilwortlénge ¢ = j — 1)
For i :=1TO n—/¢ Do (Startposition 7 von Teilwort)
ji=i+/ (Endposition j von Teilwort)
Nij := 10

For k := i To j—1 Do (Mogliche Trennpositionen k)
Nij = Nij U {A | JA — BC € P mit B e le und C' € N(k+1)j}

Beachte:

In der innersten Schleife sind NV, und N4q); bereits berechnet, da die Teilwortldngen
k—iund j — k + 1 kleiner als das aktuelle /.

Satz 8.16

Fiir eine gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform entscheidet Algorithmus 8.15 die
Frage ,w € L(G)?“ in der Zeit O(|wl|?).

Beweis. Drei geschachtelte Schleifen, die jeweils < |w| = n Schritte machen, daraus
folgt: |w|® Schritte in der innersten Schleife. O
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Beachte:

Die Grofe von G ist hier als konstant angenommen (fest vorgegebenes G). Daher braucht
die Suche nach den Produktionen A — BC' und A — a; auch nur konstante Zeit.

Beispiel:
P= {S— SA, S —aq,
A — BS,

B — BB, B— BS, B—b, B— ¢}

und w = abacba:

i\j |1 2 3 4 5 6
1 |S 0 S 0 0 S
2 B A B | B B A B
3 S 0 0 S S € Nig={S}
4 B B A, B = we L(G)
5 | B A B
6 S
w=|a b a c b a

Wir werden in der VL , Theoretische Informatik II“ beweisen, dass das Aquivalenzpro-
blem fiir kontextfreie Sprachen unentscheidbar ist, siehe Satz 17.7 dieses Skriptes. Es
gibt also keinen Algorithmus, der fiir zwei gegebene kontextfreie Grammatiken G; und

G entscheidet, ob L(G) = L(Gs).

Eine weitere interessante Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die Greibach-
Normalform, bei der jede Produktion mindestens ein Terminalsymbol erzeugt. Wir geben
den folgenden Satz ohne Beweis an.

Satz 8.17 (Greibach-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich effektiv umformen in eine dquivalente Gramma-
tik, die nur Regeln der Form

e A—aw (A€ N,aeX weN*)
e und eventuell S — €, wobei S nicht rechts vorkommdt

enthdlt.
Eine derartige Grammatik heifst Grammatik in Greibach-Normalform.
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9. Abschlusseigenschaften und Pumping Lemma

Die kontextfreien Sprachen verhalten sich beziiglich Abschlusseigenschaften nicht ganz
so gut wie die reguldren Sprachen. Wir beginnen mit positiven Resultaten.

Satz 9.1

Die Klasse Ly der kontextfreten Sprachen ist unter Vereinigung, Konkatenation und
Kleene-Stern abgeschlossen.

Beweis. Es seien Ly = L(G7) und Ly = L(G3) die Sprachen fiir kontextfreie Grammati-
ken G; = (N;,2, P, S;) (i =1,2). O.B.d.A. nehmen wir an, dass N; N Ny = ().

1) G = (N1UN2U{S},E,P1UP2U{S—> 51,5—)52},5) mit S §é N U N,
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = Ly U Lo.

2) G = (N1UN2U{S},Z,P1UP2U{S—) 5152},5) mit S §é Ny U N,
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G') = Ly - L.

3) G" .= (Nl U {S},E,Pl U {S — e, 5 — SSl},S) mit S ¢ Ny
ist eine kontextfreie Grammatik fiir L} O

Wir werden zeigen, dass Abschluss unter Durchschnitt und Komplement nicht gilt. Dazu
benotigen wir zunéchst eine geeignete Methode, von einer Sprache nachzuweisen, dass
sie nicht kontextfrei ist. Dies gelingt wieder mit Hilfe eines Pumping-Lemmas. Um dieses
zu zeigen, stellt man Ableitungen als Baume dar, sogenannte Ableitungsbdume.

Beispiel:
P={S— SbS,S — a}
Drei Ableitungen des Wortes ababa:

1) SF SbSF abS F abSbhS F ababS F ababa
2) SE SbSt abS t abSbS = abSba - ababa
3) SE SbSt Sba - SbSba = Sbaba - ababa

Die zugehorigen Ableitungsbdume:

Fiir 1) und 2): Fiir 3):

S S
7N 7N
S b S S b S
N SN
a S b S S b S a
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Ein Ableitungsbaum kann also fiir mehr als eine Ableitung stehen und dasselbe Wort
kann verschiedene Ableitungsbaume haben.

Wir verzichten auf eine exakte Definition von Ableitungsbdumen, da diese eher kompli-
ziert als hilfreich ist. Stattdessen geben wir nur einige zentrale Eigenschaften an.
Allgemein:

Die Knoten des Ableitungsbaumes sind mit Elementen aus X U N beschriftet. Dabei
diirfen Terminalsymbole nur an den Blattern vorkommen (also an den Knoten ohne
Nachfolger) und Nichtterminale tiberall (um auch partielle Ableitungen darstellen zu
konnen). Ein mit A beschrifteter Knoten kann mit «y, ..., a, beschriftete Nachfolger-
knoten haben, wenn A — oy ..., € P ist.

Ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel mit A beschriftet ist und dessen Blétter (von links
nach rechts) mit aq,...,a, € X U N beschriftet sind, beschreibt eine Ableitung
AL oq. ..o,

Lemma 9.2 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es ein ng > 0 so dass gilt:
fir jedes z € L mit |z| > ng existiert eine Zerlegung z = uvwxy mit:

o vx # ¢ und |vwzx| < ny

o wviwx'y € L fiir alle i > 0.
Beweis. Sei G eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L. Nach Satz 8.10 und 8.12
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass G e-frei ist und keine Kettenregeln enthélt. Sei

e m die Anzahl der Nichtterminale in G;

e k eine Schranke auf die Lange der rechten Regelseiten in G}

o ny = kMt
Wir verfahren nun wir folgt.

1) Ein Baum der Tiefe < ¢ und der Verzweigungszahl < k hat maximal k' viele
Blatter:

eine Ebene: < k Blatter | zwei Ebenen: < k? Blitter

/

Der Ableitungsbaum fiir z hat |z| > k™% Blitter, also gibt es einen Pfad (Weg
von Wurzel zu Blatt) der Lange > m + 1 (gemessen in Anzahl Kanten).

) ete.

2) Auf diesem Pfad kommen > m -+ 1 Symbole vor, davon > m Nichtterminale. Da es
nur m verschiedene Nichtterminale gibt, kommt ein Nichtterminal A zweimal vor.
Dies fiihrt zu folgender Wahl von u, v, w, x, y:
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S
langster Pfad,

Lange > m +1

u v w gy

Wir wéhlen hier 0.B.d.A. die erste Wiederholung eines Nichtterminals A von den
Blattern aus gesehen; mit den Argumenten in 1) hat dann der Teilbaum

vw g

die Tiefe < m + 1, was [vwzx| < k™ = ng zeigt.

3) Esgilt: SHE uAy, AFLvAz, AFL w, woraus folgt:
S k5 oudy By w'Ax'y B ouw'wa'y.

4) vx # e: Da G e-frei ist, wére sonst A 7, vAz nur bei Anwesenheit von Regeln der
Form A — B moglich. O

Wir verwenden nun das Pumpinglemma, um beispielhaft von einer Sprache nachzuwei-
sen, dass sie nicht kontextfrei ist.

Lemma 9.3
L=A{a""c" | n>1} ¢ Ls.

Beweis. Angenommen, L € L. Dann gibt es eine e-freie kontextfreie Grammatik G
ohne Regeln der Form A — B fiir L. Es sei ng die zugehorige Zahl aus Lemma 9.2.
Wir betrachten z = a™b"™ ¢ € L = L(G). Mit Satz 9.2 gibt es eine Zerlegung

2z = wowzy, ve # ¢ und w'wz'y € L fiir alle i > 0.
1. Fall: v enthélt verschiedene Symbole. Man sieht leicht, dass dann

wwz?y ¢ a*b*c* O L.

2. Fall: z enthélt verschiedene Symbole. Dies fiihrt zu entsprechendem Widerspruch.

3. Fall: v enthélt lauter gleiche Symbole und x enthélt lauter gleiche Symbole. Dann
gibt es einen Symbole aus {a, b, ¢}, der in zv nicht vorkommt. Daher kommt dieser
in uvwaz'y = wwy weiterhin ng-mal vor. Aber es gilt |uwy| < 3ng, was uwy ¢ L
zeigt.

0
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Dieses Beispiel zeigt auch, dass die kontextfreien Sprachen eine echte Teilmenge der
kontextsensitiven Sprachen sind.

Satz 9.4
Lo C L.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass Lo C £ gilt (Korollar 8.11). Es bleibt zu zeigen,
dass die Inklusion echt ist. Dafiir betrachten wir die Sprache L = {a"b"c¢™ | n > 1}. Nach
Lemma 9.3 ist L ¢ L. Nach Beispiel 6.3 gilt aber L € £;. O

Ausserdem kénnen wir nun zeigen, dass die kontextfreien Sprachen unter zwei wichtigen
Operationen nicht abgeschlossen sind.

Korollar 9.5

Die Klasse Ly der kontextfreien Sprachen ist nicht unter Schnitt und Komplement ab-
geschlossen.

Beweis.
1) Die Sprachen {a™0"¢™ | n > 1,m > 1} und {a™b"c" | n > 1,m > 1} sind in Lo:
o {a""c™ |n>1m>1}={a"" | n>1}-{c" | m>1}

-~

TV
€ Lo = cte L3 C Ly
J

€ Lo (KOEatenation)
o {a™"c" | n>1,m > 1} — analog
2) {a"b"c" | n>1} ={a"b"c™ | n,m > 1} N{a"b"c" | n,m > 1}.
Wire Lo unter N abgeschlossen, so wiirde {a"b"c" | n > 1} € L, folgen.
Widerspruch zu Teil 1) des Beweises von Satz 9.4.

3) LiNLy=LiULs.
Wiére L5 unter Komplement abgeschlossen, so auch unter N, da £, unter U abge-
schlossen ist. Widerspruch zu 2).

O

Beachte:

Man kann daher das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach auf das
Leerheitsproblem reduzieren (dazu braucht man sowohl Schnitt als auch Komplement).
Wie bereits erwihnt werden wir spéter sogar sehen, dass das Aquivalenzproblem fiir
kontextfreie Sprachen unentscheidbar ist.
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10. Kellerautomaten

Bisher hatten wir kontextfreie Sprachen nur mit Hilfe von Grammatiken charakterisiert.
Wir haben gesehen, dass endliche Automaten nicht in der Lage sind, alle kontextfreien
Sprachen zu akzeptieren.

Um die Beschreibung von kontextfreien Sprachen mit Hilfe von endlichen Automaten zu
ermoglichen, muss man diese um eine unbeschrankte Speicherkomponente, einen soge-
nannten Keller (engl. Stack), erweitern. Dieser Keller speichert zwar zu jedem Zeitpunkt
nur endlich viel Information, kann aber unbeschrankt wachsen.

Die folgende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

Eingabe: von links nach rechts; nur ein Symbol sichtbar

Lese
kopf

endliche Schreibkopf
Kontrolle

« nur oberstes Symbol
sichtbar
N J .
N + Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben
« kann beliebig grof3 werden
N J
\
Keller

Diese Idee wird in folgender Weise formalisiert.

Definition 10.1 (Kellerautomat)

Ein Kellerautomat (pushdown automaton, kurz PDA) hat die Form
A = (Q7 27 Fu q0, Z07 A)7 wobei

e () eine endliche Menge von Zustdnden ist,
Y. das Eingabealphabet ist,
I' das Kelleralphabet ist,

qo € Q der Anfangszustand ist,

Zy € I' das Kellerstartsymbol ist und
ACQx (XU{e}) xT xT* x Q eine endliche Ubergangsrelation ist.
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Anschaulich bedeutet die Ubergangsrelation:

(q,a,Z,v,q"): Im Zustand g mit aktuellem Eingabesymbol a und oberstem Kellersymbol
Z darf der Automat Z durch 7 ersetzen und in den Zustand ¢’ und zum néchsten
Eingabesymbol iibergehen.

(q,e,7Z,7,q'): wie oben, nur dass das aktuelle Eingabesymbol nicht relevant ist und man
nicht zum néchsten Eingabesymbol iibergeht (der Lesekopf dndert seine Position
nicht).

Im Gegensatz zu den e-Ubergéingen von e-NEAs kénnen bei PDAs Zusténde der zweiten
Form im allgemeinen nicht eliminiert werden (z.B. kann ohne solche Ubergénge das
leere Wort nicht eliminert werden). Man beachte, dass ein Kellerautomat nicht iiber
Endzustédnde verfiigt. Wie wir im folgenden sehen werden ist Akzeptanz stattdessen
iber den leeren Keller definiert.

Um die Sprache zu definieren, die von einem Kellerautomaten erkannt wird, brauchen wir
den Begriff der Konfiguration, die den aktuellen Stand einer Kellerautomatenberechnet
erfasst. Diese ist bestimmt durch.

e den noch zu lesenden Rest w € ¥* der Eingabe (Lesekopf steht auf dem ersten
Symbol von w)

e den Zustand q € Q)
e den Kellerinhalt v € T (Schreiblesekopf steht auf dem ersten Symbol von 7)

Definition 10.2

Eine Konfiguration von A hat die Form
K=(qwy)e@QxX xI"

Die Ubergangsrelation erméglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:
o (q,aw,Zv) k4 (¢, w,p) falls (¢,a,Z,B8,¢) € A
o (q,w,Z7) Fald w, By) falls (¢.,Z,8,¢') € A
o KHY K gdw. dn >0 3K,,..., K, mit

’COZIC, lCn:/C'und/Cil—AlCHlfﬁr0§i<n.

Der Automat A akzeptiert das Wort w € ¥* gdw.
(qo,w, Zo) 4 (q,e,¢) (Eingabewort ganz gelesen und Keller leer).
Die von A erkannte Sprache ist

L(A) = {w € ¥ | A akzeptiert w}.

Im folgenden zwei einfach Beispiele fiir Kellerautomaten.
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Beispiel 10.3
Ein PDA fiir {a"b" | n > 1}.

b Q = {QO7 q1, f}7
o I'= {Z 7).
e Y= {a,b}und
e A= {(q, a, Zy, ZZy, qo), (erstes a,speichere 7)
(o, a, Z, ZZ, q), (weitere a’s, speichere Z)
(o, b, Z, e, q1), (erstes b, entnimm Z2)
(g, b, Z, e, ¢1), (weitere b’s, entnimm 7))
(¢, &, Zo, e, f)}  (lésche das Kellerstartsymbol)

Wir stellen einen Kellerautomaten graphisch in der folgenden Weise dar, wobei die Kan-
tenbeschriftung a/Z /v bedeutet, dass der Automat bei Z als oberstem Kellersymbol das
Eingabesymbol a lesen kann und Z durch ~ ersetzen.

A

Betrachten wir beispielhaft einige Konfigurationsiibergénge:

1) (q07aabba ZO) }_.A (q07abb7 ZZO) }_.A (q07bba ZZZO) }_.A (q17b7 ZZO) l_.A (91>5> ZO) }_.A
(f,e.€)
— akzeptiert

2) (QO7 aab_,. ZO) l_j,kél (QO7 b7 ZZZO) l_.A (Qh g, ZZO)
— kein Ubergang mehr moglich, nicht akzeptiert

3) (q07 a'bba ZO) '_.A (QO> bb7 ZZO) l_.A ((h, ba ZO) '_.A (f7 ba 5)
— nicht akzeptiert

Beispiel 10.4
Ein PDA fir L = {w w | w € {a,b}*} (wobei fir w=a; ...a, gilt w=a,.. .ay).

* Q={q,qn,%, [}
o I'={a,b, 2y},

e ¥ ={a,b}, und

o A=
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e/Zy)e b//b/bb

q1

bhs

In ¢; wird die erste Worthélfte im Keller gespeichert. Der nichtdeterministische
Ubergang von ¢; nach ¢, ,rat* die Wortmitte. In ¢, wird die zweite Halfte des
Wortes gelesen und mit dem Keller verglichen.

Die in den Definitionen 10.1 und 10.2 eingefiihrte Version von Kellerautomaten akzeptiert
per leerem Keller. Man kann stattdessen auch Akzeptanz per Endzustand definieren.

Definition 10.5
Ein Kellerautomat (PDA) mit Endzustinden ist ein Tupel

.A == (Q, Z,F,QO, Zo,A, F)7

wobei alle Komponenten bis auf F' wie in Definition 10.1 sind und F' C @ eine Endzu-
standsmenge ist. Ein solcher PDA akzeptiert ein Eingabewort w € ¥* gdw. (qo, w, Zy)
(q,€,7) fiir ein g € F und v € T*.

Es ist nicht schwer, zu zeigen, dass PDAs mit Akzeptanz per leerem Keller und solche
mit Akzeptanz per Endzustand dieselbe Sprachklasse definieren. Der Beweis wird als
Ubung gelassen.

Satz 10.6

Jeder Sprache, die von einem PDA erkannt wird, wird auch von einem PDA mit End-
zustanden erkannt und umgekehrt.

Wir werden nun zeigen, dass man mit Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
erkennen kann.
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Satz 10.7

Fiir eine formale Sprache L sind dquivalent:
1) L = L(G) fir eine kontextfreie Grammatik G.
2) L = L(A) fir einen PDA A.

Beweis.

o1 — 2" Essei G = (N,3, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Der zugehorige PDA
simuliert Linksableitungen von G, d.h. Ableitungen, bei denen stets das am wei-
testen links stehende Nichtterminalsymbol zuerst ersetzt wird.

Leicht zu zeigen:
Da G kontextfrei ist, kann jedes Wort in L(G) kann durch eine Linksableitung
erzeugt werden.

Wir definieren A = ({¢}, 2, XU N, q, S, A) mit A :=

{(¢,e,A,7,q) | A— v € P} U (Anwenden einer Produktion auf oberstes
Kellersymbol) (%)
{(¢,a,a,e,q) | a € X} (Entfernen bereits erzeugter Terminalsym-
bole von der Kellerspitze, wenn sie in der
Eingabe vorhanden sind) (%)

Beispiel:
P={S — ¢, S—aSa, S— bSb} liefert die Ubergiinge:

(¢ & S e q, (S—e)
(¢, e S, aSa, q), (5 — aSa)
(¢, e, S, bSH, q), (S — bSH)

(¢, a, a, ¢, q), (a entfernen)
(¢, b, b, &, q) (b entfernen)

Die Ableitung S ¢ aSa ¢ abSba F¢ abba entspricht der Konfigurationsfolge

(q,abba, S) F 4 (q,abba,aSa) 4 (q,bba, Sa) F4 (q,bba,bSba) -4

(4, ba, Sba) =4 (g, ba, ba) Fa(ga,0)  Falgee)
Behauptung:
Fir u,v € ¥*, {e} UN - (XU N)* gilt:

S F{ ua mit Linksableitung gdw. (q,uv,S) % (¢, v, ).
Beachte:
Fir a = e = v folgt:
Steu gdw. (q,u,S)Fy (g,¢,¢)

d.h. L(G) = L(A).
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Beweis der Behauptung.

<"1 Beweis durch Induktion iiber die Anzahl k& der Ubergéinge mit Transitionen
der Form () : (¢,¢, 4,7, q).

k= 0:
Da im Keller S steht, sind auch keine Transitionen der Form (%) :
(q,a,a,¢e,q) moglich, d.h. u = ¢ und o = S. Offenbar gilt S +* S.

k— k+1: Sei(q,e, A,~,q) die letzte angewendete Transition dieser Art (also
A — v € P), u; das Préfix von u, das bis zu dieser letzten Transition
schon gelesen wurde und u = ujuy. Es gilt:

(a,¢,A,7,9) Trans. (*x)
(@, wuzv, S) 1y (g uv, Ad)  Fa o (quavyed)  Fi (qv,0)

Induktion liefert S H*¢ uy Ad/; die Regel A — ~ € P liefert also
S g uya.

Da sich (¢, v, a) aus (g, us,v,ya’) durch Anwenden von Regeln der Form
(%*) ergibt, gilt v/ = usar und wir erhalten

S 6 uusar = uar.

=" Beweis durch Induktion tiber die Linge der Linksableitung

k=20:
Dann ist u = ¢, a = S und (¢,v,5) F% (¢,v,5)

k— k+1: Sei S l—’gfl uo und A — v die letzte angewendete Regel, also
SHE U AB Fq u'yB = ua.

Wegen Linksableitung ist v’ € X*.

Es sei u” das ldngste Anfangsstiick von (3, das in ¥* liegt. Da A mit
Nichtterminal beginnt ist v'u” = v und damit v8 = u”a. Wéihle v € ¥*.
7 zeigen:

(g, u'u"v, S) F (q,v, ).

Wihle v = «”v. Induktion liefert:
(g, u'u"v,S) = (q,u'v", S) Fy (¢, u"v, AB)
und wegen A — 7 € P liefert die Transition (q, ¢, 4,7, q)
(¢, u"v, AB) Fa (g, u"v,78) = (¢, u"v,u" ).

Da u” € ¥* gibt es Ubergiinge (g, u"v,u"a) 4 (¢, v, a). O
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n2 — 1" Essel A = (Q,%, T, qo, Zo, A) ein PDA. Die Nichtterminalsymbole der zuge-
horigen Grammatik G sind alle Tripel [p, Z,q] € Q@ x T x Q.

Idee:
Es soll gelten: [p, Z,q] F¢ u € ¥* gdw.

1. A erreicht vom Zustand p aus den Zustand g (in beliebig vielen Schritten)
2. durch Lesen von u auf dem Eingabeband und
3. Loschen von Z aus dem Keller (ohne dabei die Symbole unter Z anzutasten).

Die Produktionen beschreiben die intendierte Bedeutung jedes Nichtterminals [p, Z, ¢]
auf folgende Weise: um ¢ von p aus unter Lesen der Eingabe u = av und Loschen
des Stacksymbols Z zu erreichen, braucht man eine Transition (p,a, Z, X; -+ X,,),
die Z durch Symbole X; ---X,, ersetzt und das erste Symbol a von u liest (hier
ist auch “a = &” moglich). Nun muss man noch den neu erzeugten Stackinhalt
Xy -+ X, loswerden. Das tut man Schritt fiir Schritt mittels Zerlegung des Rest-
wortes v = vy - - - v, und iiber Zwischenzustande pq,...,p,_1 so dass

e [po, X1, p1| unter Lesen von vy;
e [p1, Xo, po| unter Lesen von wvy;

[Pn—1, Xy, ¢] unter Lesen von v,.
(Hier ist [p, X, ¢] jeweils geméss den obigen Punkten 1-3 zu lesen).

Da die bendtigten Zwischenzustéinde pq,...,p, 1 nicht bekannt sind, fiigt man
einfach eine Produktion

p. Z,q) — alpo, X1,p1] - - [Pn—1, X0, q]

fiir alle maoglichen Zustandsfolgen py, ..., p,_1 hinzu. In einer Ableitung der resul-
tierenden Grammatik kann man dann die Regel mit den “richtigen” Zwischenzu-
stdnden auswéhlen (und eine falsche Auswahl fithrt einfach zu keiner Ableitung).

Formale Definition:

G = (N,%, P,S) mit
N:={S}uU{lp,Z,q | p,qgeQ,Z T}
P:={S — [q,Z0,q] | ¢ € Q} U
{lp:Z,q — a | (p,a,Z,e,q) € Amit a€ YU {e} } U
{[pa Z7 CJ] — a[p07X17p1][p17X27p2] [pn—lan,q] |
(pya, Z, Xq...Xpn,po) € A und
a € X U{e},

P1y-- 3 Pn-1 € Qa
n>1}
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Beachte:

Fiir n = 0 hat man den Ubergang (p,a,Z,,q) € A, welcher der Produktion
[p, Z,q] — a entspricht.

Behauptung:
Fir alle p,g € Q,ue ¥*,Z € ',y € I'* gilt:

*) I Zqtgu gdw. (pu, Z)Fy (q,¢,¢€)
Fiir p = pp und Z = Z, folgt daraus:
}_G' [q07 ZO? Q] '_*G u gd_W S(q07 u, ZO) }_:kél (q7 £, 5)

d.h. v e L(G) gdw. u e L(A).

Der Beweis dieser Behauptung kann durch Induktion iiber die Lange der Konfigu-
rationsfolge (,=) bzw. tiber die Linge der Ableitung (,,<=*) gefiihrt werden.

O

Beispiel:
Gegeben sei der PDA fiir {a™b™ | n > 1} aus Beispiel 10.3. Die Berechnung des PDA

(q0,a,%0,7Z Z0,q0) (90,0,Z,¢,q1) (q1,6,20,¢,f)

(q07ab7 ZO) '_.A (q07b7 ZZO) }_.A (C.haga ZO) }_.A (f,{-:,{-:)

entspricht der Ableitung

S e lq, Zo, fl e alao, Z, a1l |q1, Zo, f] Fa ablgr, Zo, f] e ab.

Aus Satz 10.7 ergibt sich leicht folgendes Korollar. Wir nennen zwei PDAs A und A’
dquivalent wenn L(A) = L(A").

Korollar 10.8
Jeder PDA A kann effektiv in einen PDA A’ gewandelt werden, so dass L(A) = L(A")

und A" nur einen Zustand hat.

Beweis. Gegeben einen PDA A kann man erst die Konstruktion aus dem Teil ,,2 — 1¢
des Beweises von Satz 10.7 anwenden und dann die aus dem Teil ,,1 — 2“. Man erhélt
einen dquivalenten PDA der nach Konstruktion nur einen einzigen Zustand enthélt. Alle
Konstruktionen sind effektiv. O

Wegen der gerade gezeigten Aquivalenz zwischen kontextfreien Sprachen und PDA-
akzeptierbaren Sprachen kann man Eigenschaften von kontextfreien Sprachen mit Hilfe
von Eigenschaften von Kellerautomaten zeigen. Als Beispiel betrachten wir den Durch-
schnitt von kontextfreien Sprachen mit reguléren Sprachen. Wir wissen: Der Durch-
schnitt zweier kontextfreier Sprachen muss nicht kontextfrei sein. Dahingegen gilt:
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Satz 10.9
Es sei L C ¥* kontextfrei und R C ¥ reguldr. Dann ist L N\ R kontextfres.

Beweis. Es sei L = L(A) fiir einen PDA A = (Q, %, T, qo, Zo, A, F) (0.B.d.A. mit End-
zustdnden) und R = L(A) fiir einen DEA A" = (@', %, ¢, ¢, F'). Wir wenden eine
Produktkonstruktion an, um einen PDA zu konstruieren, der L N R erkennt:

B = (QxQ,%,T, (q,q) Zo, A", F x F') mit
A" = {((p,p/),a, Z;’Y, <Q7q/>> ‘ (p, a, Za’V;Q) € A und 5(]7/,@) = q’} U
{((p,0),e. 2,7, (¢,0)) | (pe, Z,7,9) € A}

Man zeigt nun leicht (durch Induktion tber k):
((p.p), v, 7) g (4.4, 0,8)  gdw. (p,uv,y) Hy (¢,v,8) und p' = ¢ 0

Beachte: mit zwei PDAs als Eingabe funktioniert eine solche Produktkonstruktion nicht,
da die beiden PDAs den Keller im allgemeinen nicht ,synchron“ nutzen (der eine kann
das obere Kellersymbol 16schen, wihrend der andere Symbole zum Keller hinzufiigt).

Deterministische Kellerautomaten

Analog zu endlichen Automaten kann man auch bei Kellerautomaten eine determinis-
tische Variante betrachten. Intuitiv ist der Kellerautomat aus Beispiel 10.3 determi-
nistisch, da es zu jeder Konfiguration hochstens eine Folgekonfiguration gibt. Der Kel-
lerautomat aus Beispiel 10.4 ist hingegen nicht-deterministisch, da er die Wortmitte
Jrat’. Interessanterweise stellt es sich heraus, dass bei im Gegensatz zu DEAs/NEAs bei
PDAs die deterministische Variante echt schwécher ist als die nicht-deterministische. Da-
her definieren die deterministischen PDAs eine eigene Sprachklasse, die deterministisch
kontextfreien Sprachen.

Deterministische DEAs akzeptieren immer per Endzustand (aus gutem Grund, wie wir
noch sehen werden).

Definition 10.10 (deterministischer Kellerautomat)
Ein deterministischer Kellerautomat (dPDA) ist ein PDA mit Endzusténden

A: (QazaraquOaA)F)

der folgende Eigenschaften erfiillt:

1. Fiir alle ¢ € @, a € ¥ und Z € I' gibt es genau eine Transition der Form
(¢;a,Z,7,¢) oder (¢,¢,Z,7,4');
2. Wenn eine Transition das Kellerstartsymbol Z; entfernt, so muss sie es direkt

wieder zuriickschreiben; alle Transitionen, in denen Z; vorkommt, miissen also die
Form <Q7 a, ZOv ZOa q/) haben.
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Man kann leicht sehen, dass es zu jeder Konfiguration eines dPDA, bei der der Keller
nicht leer ist, genau eine Folgekonfiguration gibt. Die Bedingung 2 ist notwendig, damit
der Keller tatséchlich nie leer wird (denn eine Konfiguration mit leerem Keller kann
keine Folgekonfiguration haben). Wie ein normaler PDA mit Endzustdnden akzeptiert
ein dPDA A ein Wort w gdw. (qo, w, Zo) % (g, €,7) fir ein ¢; € F und v € I™.

Beispiel 10.11
Als Beispiel fiir einen dPDA betrachte die folgende Variante des PDAs aus Beispiel 10.3,
die ebenfalls L = {a"b" | n > 1} erkennt:

o Q=10 01, % [}

o '={Z Z};
o ¥ ={a,b};
e A=
CL/Z()/ZZO b/Z/E
b/Z/Z 2
b/Z /e
5 m

b/Z/e

QE/Z/Z
8/Z0/Z0

Im Unterschied zum Automaten aus Beispiel 10.3 ist f ein Endzustand geworden, der
Ubergang von ¢; nach f entfernt Zy nicht mehr vom Keller (weil das nicht erlaubt wére)
und der ,,Papierkorbzustand® ¢ ist hinzugekommen.

b/ Zy/ Zy

Da die Arbeitsweise von dPDAs durchaus etwas subtil ist, hier zwei Hinweise zum vor-
angegangenen Beispiel:

e Auf manchen Eingaben gibt es mehr als eine Berechnung. Als Beispiel betrachte
die Eingabe aabb. Nach diese gelesen wurde, befindet sich der PDA im Zustand ¢,
der kein Endzustand ist. Man kann jedoch den Endzustand f in einem weiteren
Schritt erreichen und darum wird die Eingabe aabb akzeptiert. Danach kann man
im Prizip noch den Nichtendzustand ¢, erreichen und in diesem beliebig oft loopen
(was aber nicht sinnvoll ist).
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e Auf anderen Eingaben wie z.B. aa gibt es nur eine einzige Berechnung.

e Trotz des Determinismus konnen manche Eingaben wie z.B. ba nicht vollstandig
gelesen werden.

Eine interessante Eigenschaft von deterministischen PDAs ist, dass fiir sie das Wort-
problem in Linearzeit (also sehr effizient) entschieden werden kann. Aus diesem Grund
spielen dPDAs im Gebiet des Compilerbaus eine wichtige Rolle.

Definition 10.12

Eine formale Sprache L heilt deterministisch kontextfrei wenn es einen dPDA A gibt
mi L(A) = L. Die Menge aller deterministisch kontextfreien Sprachen bezeichnen wir
mit £4.

Folgende Einordnung der deterministisch kontextfreien Sprachen ist leicht vorzunehmen.

Satz 10.13
Ly C LLC L.

Beweis. Esgilt L3 C £, da jeder DEA A als dPDA ohne e-Ubergéinge und mit nur einem
Kellersymbol Z, betrachtet werden kann, der zudem seinen Keller nie modifiziert: aus
jedem Ubergang 6(¢, a) = ¢’ des DEA wird die Transition (¢, a, Zo, Zo, ¢') des dPDA. Die
Inklusion ist echt, da mit Beispiel 10.11 L = {a"b" | n > 1} € L, wohingegen L ¢ Ls.
Die Inklusion £¢ C £, gilt wegen Satz 10.6. O

Wie bereits erwahnt sind dPDAs echt schwéicher als PDAs, d.h. die deterministisch kon-
textfreien Sprachen sind eine echte Teilmenge der kontextfreien Sprachen. Der Beweis
beruht auf dem folgenden Resultat. Wir verzichten hier auf den etwas aufwendigen Be-
weis und verweisen z.B. auf [Koz06].

Satz 10.14

L4 ist unter Komplement abgeschlossen.

Zur Erinnerung: die kontextfreien Sprachen selbst sind mit Korollar 9.5 nicht unter Kom-
plement abgeschlossen. Man kann zeigen, dass die deterministisch kontextfreien Sprachen
nicht unter Schnitt, Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen sind.

Satz 10.15
LdcL,.

Beweis. Mit Satz 10.14 ist der folgende sehr einfache Beweis méglich: wire £4 = Ly, so
ware mit Satz 10.14 £, unter Komplement abgeschlossen, was jedoch ein Widerspruch
zu Korollar 9.5 ist.
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Dieser Beweis liefert jedoch keine konkrete Sprache, die kontextfrei aber nicht determi-
nistisch kontextfrei ist. Eine solche findet man beispielsweise wie folgt: in der Ubung
zeigen wir, dass die Sprache

L=A{w e {a,b}" | Vv € {a,b}" : w# vv}
kontextfrei ist (durch Angeben einer Grammatik), ihr Komplement
L={we {a,b}* | v € {a,b}* : w = vv}

aber nicht (Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen). Wire L € L4, so wire mit
Satz 10.14 auch L € £E C L,, womit ein Widerspruch hergestellt ist. O

Auch die Sprache {w w | w € {a,b}*} aus Beispiel 10.4 ist kontextfrei, aber nicht
deterministisch kontextfrei, der Beweis ist allerdings aufwéndig. Intuitiv ist der Grund
aber, dass das nicht-deterministische ,,Raten der Wortmitte essentiell ist. Dies wird auch
dadurch illustriert, dass die Sprache {w ¢ w | w € {a,b}*}, bei der die Wortmitte explizit
durch das Symbol ¢ angezeigt wird, sehr einfach mit einem dPDA erkannt werden kann.

Zum Abschluss bemerken wir noch, dass das akzeptieren per leerem Keller bei dPDAs
zu Problemen fiihrt.

Lemma 10.16

Es gibt keinen dPDA, der die reguldre Sprache L = {a™ | n > 0} per leerem Keller
erkennt.

Beweis. Angenommen, der dPDA A erkennt L per leerem Keller. Da a € L gibt es eine
Konfigurationsfolge

0= (QO7a’7 Zo) Fa (Qhwla%) Fa-Fa (Qn,wm%)

mit w, = v, = €. Wegen aa € L gibt es auch eine solche Folge ' fiir aa. Wegen des
Determinismus von A und da a ein echtes Préfix von aa ist, ist auch €2 ein echtes Préfix
von (Y. Das bedeutet aber, dass es eine Folgekonfiguration fir (g,,w,,v,) gibt, was
aufgrund des leeren Kellers unmoglich ist. O

Man kann diese Probleme beheben, indem man ein explizites Symbol fiir das Wortende
einfiihrt, das auch in Transitionen von dPDAs verwendet werden kann. Mit einem solchen
Symbol sind Akzeptanz per Endzustand und Akzeptanz per leerem Keller auch fiir
dPDAs dquivalent.
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Einfliilhrung

Aus der Sicht der Theorie der formalen Sprachen (Teil 1 + II dieses Skriptes) geht es in
diesem Teil darum, die Typ-0- und die Typ-1-Sprachen zu studieren und folgende Fragen

zu beantworten:
e Was sind geeignete Automatenmodelle?
e Welche Abschlufseigenschaften gelten?

e Wie lassen sich die zentralen Entscheidungsprobleme (Wortproblem, Leerheitspro-
blem, Aquivalenzproblem) lésen?

Es gibt aber auch eine zweite, ganz eigene Perspektive auf den Inhalt von Teil III,
namlich als Einfiihrung in die Theorie der Berechenbarkeit. Hierbei handelt es sich um
eine Teildisziplin der theoretischen Informatik, in der Fragen wie die folgenden studiert
werden:

e Gibt es Probleme, die prinzipiell nicht berechenbar sind?
e Was fiir Berechnungsmodelle gibt es?

e Sind alle Berechnungsmodelle (verschiedene Rechnerarchitekturen, Programmier-
sprachen, mathematische Modelle) gleich méchtig?

e Welche Ausdrucksmittel von Programmiersprachen sind verzichtbar, weil sie zwar
der Benutzbarkeit dienen, aber die Berechnungsstérke nicht erhéhen?

In diesem Zusammenhang interessieren wir uns fiir

e (partielle oder totale) Funktionen
f:N* 5 N
wobei k die Stelligkeit der Funktion bezeichnet; Beispiele sind etwa:
— Die konstante Nullfunktion f: N — N mit f(x) = 0 fiir alle x € N;
— Die binire Additionsfunktion f: N? — N mit f(z,y) =z + y;

— Die binire Konkatenationsfunktion f: (X*)? — 3* mit f(v,w) = vw.
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e Entscheidungsprobleme, formalisiert als Mengen P C Y* fiir ein geeignetes Alpha-
bet ¥ (also als formale Sprachen).

Als Beispiel mag das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken dienen: dieses
ist formalisierbar als Menge

{code(G) | G ist kontextfreie Grammatik mit L(G) = 0}

wobei code(G) eine Kodierung der Grammatik G als Wort ist.

Intuitiv heifit eine Funktion f : N¥ — N berechenbar wenn es einen Algorithmus gibt,
der bei Eingabe (z1,...,7;) € N*¥ nach endlicher Zeit den Funktionswert f(xy,...,xy)
ausgibt. Ein Entscheidungsproblem P C ¥* ist entscheidbar wenn es einen Algorithmus
gibt, der bei Eingabe w nach endlicher Zeit 1 zuriickgibt wenn w € P und 0 sonst. Wir
werden diese Begriffe spater formal definieren.

Um sich klarzumachen, dass eine gegebene Funktion berechenbar oder ein Problem ent-
scheidbar ist, geniigt es also, einen entsprechenden Algorithmus fiir die Funktion bzw.
das Problem anzugeben. Dies kann in Form eines Pascal-, Java- oder C-Programmes
oder in Form einer abstrakten Beschreibung der Vorgehensweise bei der Berechnung
geschehen. Zum Beispiel hatten wir in den Teilen I und II die Entscheidbarkeit von
verschiedenen Problemen (Wortproblem, Leerheitsproblem, Aquivalenzproblem, . . .) da-
durch begriindet, dass wir auf abstrakte Weise beschrieben haben, wie man die Proble-
me mit Hilfe eines Rechenverfahrens entscheiden kann. Um etwa das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken zu l6sen, kann man zunéchst die Grammatik in Chomsky-
Normalform wandeln (wir haben im Detail beschrieben, wie diese Wandlung realisiert
werden kann) und dann den CYK-Algorithmus anwenden (den wir in Form von Pseu-
docode beschrieben haben). Aus dieser und &hnlichen Beschreibungen kann man jeweils
leicht ein Pascal-, Java-, etc. -Programm zur Entscheidung des Problems gewinnen.

Eine fundamentale Einsicht der Theorie der Berechenbarkeit ist, dass es wohldefinierte
(und fir die Informatik relevante!) Funktionen gibt, die nicht berechenbar sind, und
analog dazu Entscheidungsprobleme, die nicht entscheidbar sind. Beim Nachweis der
Nichtberechenbarkeit /entscheidbarkeit ist es nicht mehr ausreichend, einen intuitiven
und nicht néher spezifizierten Berechenbarkeitsbegriff zu verwenden: die Aussage, dass
es kein Berechnungsverfahren gibt, bezieht sich implizit auf alle Berechnungsverfahren
(jedes Verfahren berechnet etwas anderes als die betrachtete Funktion). Aus diesem
Grund bendtigt man eine formale Definition dessen, was man unter einem Berechnungs-
verfahren/Algorithmus versteht.

Man benétigt ein Berechnungsmodell, das

1) einfach ist, damit formale Beweise erleichtert werden (z.B. nicht Programmier-
sprache Java),

2) berechnungsuniversell ist, d.h. alle intuitiv berechenbaren Funktionen damit
berechnet werden kénnen (bzw. alle intuitiv entscheidbaren Mengen entschieden
werden konnen)—also keine endlichen Automaten, denn deren Berechnungsstirke
ist viel zu schwach.
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Wir werden drei Berechnungsmodelle betrachten:

e Turingmaschinen als besonders einfaches aber dennoch berechnungsuniverselles
Modell

e WHILE-Programme als Abstraktion imperativer Programmiersprachen (im Prin-
zip handelt es sich um eine moglichst einfache, aber immernoch berechnungsuni-
verselle solche Sprache)

e p-rekursive Funktionen als funktionsbasiertes, mathematisches Berechnungsmo-
dell.

Es gibt noch eine Vielzahl anderer Modelle: Registermaschinen, GOTO-Programme, k-
Zahlermaschinen mit £ > 2, Java-Programme, usw. Es hat sich aber herausgestellt,
dass all diese Modelle dquivalent sind, d.h. die gleiche Klasse von Funktionen berech-
nen (bzw. Problemen entscheiden). Auferdem ist es bisher nicht gelungen, ein formales
Berechnungsmodell zu finden, so dass

e die berechneten Funktionen noch intuitiv berechenbar erscheinen,

e Funktionen berechnet werden kénnen, die nicht in den oben genannten Modellen
ebenfalls berechenbar sind.

Aus diesen beiden Griinden geht man davon aus, dass die genannten Modelle genau den
intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formalisieren. Diese Uberzeugung nennt man die:

Church-Turing-These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen (und damit
mit WHILE-, Java-Programmen, Registermaschinen, . ..) berechenbaren Funktionen.

Man konnte die These dquivalent auch fiir Entscheidungsprobleme formulieren. Man
spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht moglich ist, diese
Aussage formal zu beweisen. Dies liegt daran, dass der intuitive Berechenbarkeitsbegriff
ja nicht formal definierbar ist. Es gibt aber gute Indizien, die fiir die Richtigkeit der
These sprechen, insbesondere die grofte Vielzahl existierender Berechnungsmodelle, die
sich als dquivalent herausgestellt haben.

Im Teil IIT betrachten wir:
e Turingmaschinen
e Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken
e Primitiv rekursive Funktionen und LOOP-Programme

e s-rekursive Funktionen und WHILE-Programme

(Partielle) Entscheidbarkeit, Aufzéhlbarkeit und deren Zusammenhénge

Universelle Turingmaschinen und unentscheidbare Probleme

Weitere unentscheidbare Probleme
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11. Turingmaschinen

Turingmaschinen wurden um 1936 von dem englischen Mathematiker und Informatiker
Alan Turing als besonders einfaches Berechnungsmodell vorgeschlagen. In den Worten
von Christos Papadimitriou: “It is amazing how little you need to have everything”.
Wir verwenden Turingmaschinen einerseits als universelles Berechnungsmodell und an-
dererseits als Werkzeug zum definieren von formalen Sprachen. Insbesondere werden
wir sehen, dass Turingmaschinen genau die Typ 0-Sprachen erkennen und eine entspre-
chend eingeschriankte Turingmaschine als Automatenmodell fiir Typ 1-Sprachen verwen-
det werden kann.

Die schematische Darstellung einer Turingmaschine ist wie folgt:

— Symbol fir leeres Feld
blank: b

blb|lbla|blb|b|b|b|b|b|b|b

endlich viele Zustande Schreib- beidseitig unendlicht
. i1 | Lesekopf Band, auf dem a
endliche | | (gentaufdem Anfang die Eingabe ste
KOﬂtI’O”G aktuellen
Arbeitsfeld)

Das Arbeitsband ist beidseitig unendlich. Zu jedem Zeitpunkt sind jedoch nur endlich
viele Symbole auf dem Band verschieden von 4. Das Verhalten der Turingmaschine
hangt ab vom aktuellen Zustand und von Alphabetssymbol, das sich unter dem Schreib-
Lesekopf findet. Ein Schritt der Maschine besteht darin, das Zeichen unter dem Schreib-
Lesekopf zu ersetzen und dann den Kopf nach rechts oder links (oder gar nicht) zu
bewegen.

Definition 11.1 (Turingmaschine)

Eine Turingmaschine tiber dem Fingabealphabet 3 hat die Form A = (Q, X%, T, qo, A, F),
wobei

e () endliche Zustandsmenge ist,
e > das Fingabealphabet ist,
I’ das Arbeitsalphabet ist mit ¥ C ', pe T\ X,

qo € Q der Anfangszustand ist,
F C Q die Endzustandsmenge ist und
e ACQxT xT x{rl,n} xQ die Ubergangsrelation ist.

,
Dabei bedeutet der Ubergang (q,a,d’, [ ,¢'):
n
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e Im Zustand q

e mit a auf dem gerade gelesenen Feld (Arbeitsfeld)
kann die Turingmaschine A

e das Symbol a durch a’ ersetzen,

e in den Zustand ¢’ gehen und

e den Schreib-Lesekopf entweder um ein Feld nach rechts (r), links (1) oder nicht (n)
bewegen.

Die Maschine A heifst deterministisch, falls es fiir jedes Tupel (¢, a) € Q xI" hochstens ein
Tupel der Form (¢, a,...,...) € A gibt.

NTM steht im folgenden fiir (méoglicherweise) nichtdeterministische Turingmaschinen
und DTM fiir deterministische.

Bei einer DTM gibt es also zu jedem Berechnungszustand hochstens einen Folgezustand,
wahrend es bei einer NTM mehrere geben kann.

Einen Berechnungszustand (Konfiguration) einer Turingmaschine kann man beschreiben
durch ein Wort agf mit o, 8 € I'*, q € Q:

e ¢ ist der momentane Zustand
e « ist die Beschriftung des Bandes links vom Arbeitsfeld
e [ ist die Beschriftung des Bandes beginnend beim Arbeitsfeld nach rechts

Dabei werden (um endliche Worter a, (5 zu erhalten) unendlich viele Blanks weggelassen,
d.h. o und S umfassen mindestens den Bandabschnitt, auf dem Symbole # } stehen.
Beispiel:

Der Zustand der Maschine zu Beginn des Abschnitts wird durch die Konfiguration agbbbb,
aber auch durch bbaqbbbbh beschrieben.

Formal werden Zustandsiibergidnge durch die Relation “- 47 auf der Menge aller Konfigu-
rationen beschrieben. Genauer gesagt ermoglicht die Ubergangsrelation A die folgenden
Konfigurationsiiberginge:

Es seien o, f € I, a,b,d’ €T, q,¢ € Q. Es gilt

aqaff b4 add B falls  (q,a,d,r,q) €A
aq F4 add falls  (q, p,d',7r,q') € A
abqaf F4 aq'bd s falls  (q,a,d,l,¢) € A
qaf b4 ¢ba’B  falls (¢, p,d,l,¢) € A

(

aqaf 4 addp falls  (q,a,d,n,q) €A

Weitere Bezeichnungen:

e Gilt k 4 K, so heikt k' Folgekonfiguration von k.
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e Die Konfiguration aqp heilst akzeptierend, falls ¢ € F'.

e Die Konfiguration aqp heifst Stoppkonfiguration, falls sie keine Folgekonfiguration
hat.

e Eine Berechnung von A ist eine endliche oder unendliche Konfigurationsfolge

koFakiFakaba--

Offensichtlich gibt es fiir DTMs nur eine einzige maximale Berechnung, die in einer fixen
Konfiguration ky beginnt; fiir NTMs kann es dagegen mehrere solche Berechnungen
geben.

Die folgende Definition formalisiert beide Anwendung von Turingmaschinen: das Berech-
nen von Funktionen und das Erkennen von Sprachen. Im ersten Fall steht die Eingabe
(w1, ..., w,) in Form des Wortes w;bwsp - - - pw, auf dem Band, wobei sich der Kopf zu
Anfang auf dem ersten (linkeststehenden) Symbol von w; befindet. Nachdem die Ma-
schine eine Stoppkonfiguration erreicht hat, findet sich die Ausgabe ab der Kopfposition
bis zum ersten Symbol aus I' \ ¥. Beim Erkennen von Sprachen steht das Eingabewort
w auf dem Band und der Kopf befindet sich anfangs iiber dem ersten Symbol von w.

Definition 11.2 (Turing-berechenbar, Turing-erkennbar)

1) Die partielle Funktion f : (¥*)" — X* heifst Turing-berechenbar, falls es eine DTM
A gibt mit

a) der Definitionsbereich dom(f) von f besteht aus genau den Tupeln (wy, ..., w,) €
(3*)™ so dass A ab der Konfiguration

k’o = qul/bwg/b Ce ﬁwn
eine Stoppkonfiguration erreicht.

b) wenn (z1,...,x,) € dom(f), dann hat die von kg erreichte Stoppkonfiguration
k die Form ugxrv mit

—x= f(wy,...,wy,)
—ve(('\Y) -I"u{e}
2) Die von der NTM A erkannte Sprache ist

L(A) = {w e ¥* | qow 4 k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Eine Sprache L C Y* heilst Turing-erkennbar, falls es eine NTM A gibt mit L =
L(A).

Nach Punkt b) diirfen vor und nach der Ausgabe des Funktionswertes noch Uberbleibsel
der Berechnung stehen. Beispielsweise entspricht die Stoppkonfiguration aaagbaabcbacbea
der Ausgabe baabc wenn ¥ = {a, b, c¢}. Endzustdnde werden nur fiir das Erkennen von
Sprachen verwendet, aber nicht fiir das Berechnen von Funktionen.
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Beachte:

1) Wir verwenden partielle Funktionen, da Turingmaschinen nicht anhalten miissen;
fiir manche Eingaben ist der Funktionswert daher nicht definiertheit.

2) Bei berechenbaren Funktionen betrachten wir nur deterministische Maschinen, da
sonst der Funktionswert nicht eindeutig sein miisste.

3) Bei [X| = 1 kann man Funktionen von (3*)" — ¥* als Funktionen von N*¥ — N
auffassen (a* entspricht k). Wir unterscheiden im folgenden nicht immer explizit
zwischen beiden Arten von Funktionen.

(4) Es gibt zwei Arten, auf die eine Turingmaschine ein Eingabewort verwerfen kann:
entweder sie erreicht eine Stoppkonfiguration mit einem nicht-Endzustand oder sie
stoppt nicht.

Beispiel:
Die Funktion
f*N—=N, n—2n

ist Turing-berechenbar. Wie kann eine Turingmaschine die Anzahl der a’s auf dem Band
verdoppeln?

Idee:

Ersetze das erste a durch b,

laufe nach rechts bis zum ersten blank, ersetze dieses durch c,

laufe zurtick bis zum zweiten a (unmittelbar rechts vom b), ersetze dieses durch b,

laufe nach rechts bis zum ersten blank etc.

Sind alle a’s aufgebraucht, so ersetze noch die b’s und ¢’s wieder durch a’s.

Dies wird durch die folgende Ubergangstafel realisiert:

(qo, b, b, n, stop),|2-0=0

(@, a, b, 7, q), |ersetzeadurchb (x)

(1, a, a, 7, q), |laufenach rechts iiber a’s

(g, ¢, ¢, 1, q), |und bereits geschriebene c’s

(g1, b, ¢, mn, @), | schreibe weiteres c

(2, ¢, ¢ I, @), | laufe zuriick iiber ¢’s und

(92, a, a, 1, @), |as

(g2, b, b, 1, qv), | beierstem b eins nach rechts und weiter wie (x) oder
(@, ¢ ¢ 1, gqs), |allea’sbereits ersetzt

(gs, ¢, ¢, 1, q3), |laufenach rechts bis Ende der ¢’s

(g5, B, b, I, qu), | letzstes c erreicht

(qs, ¢, a, 1, qu), |ersetze c’sund b’s

(g, b, a, I, q), |durcha’s

(qa, A, , 1, stop) | bleibe am Anfang der erzeugten 2n a’s stehen
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Beachte, dass “stop” hier einen ganz normalen Zustand bezeichnet. Da er in keinem Tupel
der Ubergangsrelation ganz links erscheint, ist jede Konfiguration der Form astop/ eine
Stoppkonfiguration.

In graphischer Darstellung stellen wir obige Turingmaschine wie folgt dar. Hierbei be-
deutet beispielsweise die Kantenbeschriftung a/b/r, dass das a auf dem Arbeitsfeld durch
b ersetzt wird und sich der Kopf einen Schritt nach rechts bewegt.

blefn c/efl

a/afl

ajafr
c/efr

bfa/l

Wie bei den endlichen Automaten kennzeichnen wir den Startzustand durch einen ein-
gehenden Pfeil und Endzustdnde durch einen Doppelkreis. Da obige DTM eine Funktion
berechnet (im Gegensatz zu: eine Sprache erkennt), spielen die Endzustédnde hier jedoch
keine Rolle.

Man sieht, dass das Programmieren von Turingmaschinen recht umsténdlich ist. Wie
bereits erwéhnt, betrachtet man solche einfachen (und unpraktischen) Modelle, um das
Fiithren von Beweisen zu erleichtern. Wir werden im folgenden héufig nur die Arbeitsweise
einer Turingmaschine beschreiben, ohne die Ubergangstafel voll anzugeben.
Beispiel:
Die Sprache L = {a"b"c" | n > 0} ist Turing-erkennbar Die Turingmaschine, die L
erkennt, geht wie folgt vor:

e Sie ersetzt das erste a durch o', das erste b durch ¥ und das erste ¢ durch ¢;

e Liuft zuriick und wiederholt diesen Vorgang;
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e Falls dabei ein a rechts von einem b oder ¢ steht, verwirft die TM direkt (indem
sie in eine nicht-akzeptierende Stoppkonfiguration wechselt); ebenso, wenn ein b
rechts von einem c steht;

e Dies wird solange gemacht, bis nach erzeugtem ¢ ein b steht.

e Zum Schlufs wird zuriickgelaufen und tiberpriift, dass keine unersetzten a oder b
iibrig geblieben sind.

Eine solche Turingmaschine erkennt tatséchlich L: sie akzeptiert gdw.

1. die Eingabe dieselbe Anzahl a’s wie b’s wie ¢’s hat (denn es wurde jeweils dieselbe
Anzahl ersetzt und danach waren keine a’s, b” und ¢’s mehr tibrig);

2. in der Eingabe alle a’s vor b’s vor c’s stehen.
Im Detail definiert man die Turingmaschine A wie folgt:
A = ({qo, Guk=, finde b, finde c,zu_Ende 7, zu_Ende !, zurick},

{a/7 b7 C}7
{a/7 a,7 b7 bl’ C7 Cl? 16}7

qo, Aa {Qsz}) mit A =

{(QO7 /67 ; N7 Q(lkz)a
(QO7 a, a/a R7 fznde*b),
(finde b, a, a, R, finde D),
(finde b, v, v, R, finde b),
(finde b, b, bV, R, finde c),
(finde c, b, b, R, finde c),
(finde c, d, d, R, finde c),
(finde _c, ¢, ¢, R, zu FEnde 7),
(zu_Ende 7, ¢, ¢ L, zurick),
zuriick, d, d, L, zurick),
(
(zuriick, b, b, L, zurick),
zuriick, o, UV, L, zurick),
(
(zuriick, , a, L, zurick),
(zuriick, a, d, R, q),
(zu_FEnde 7, b, b, L zu FEnde !),
(zu_FEnde !, , ¢, L, zu FEnde !),
(zu_FEnde !, UV, V, L, zu FEnde !),
(zu_FEnde !, d, o, L, zu FEnde !),
(ZU Ende_'a /67 /67 N7 Qsz)}

Beachte: wenn die Maschine z.B. im Zustand finde c ist und ein a liest, so ist sie
in einer Stoppkonfiguration. Da finde c¢ kein Endzustand ist, handelt es sich um eine
verwerfende Stoppkonfiguration. Also verwirft die Maschine, wenn in der Eingabe nach
einer Folge von a’s noch ein b erscheint.

In graphischer Darstellung sieht diese Maschine wie folgt aus:
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afafr b/b/r
b/ fr did/r

did ]l
b/b/l
b/l
afafl

b/ B

zu_Ende!
dfd
v/l
afd' [l

B/ B/n

Varianten von Turingmaschinen:

In der Literatur werden verschiedene Versionen von Turingmaschine definiert, die aber
alle dquivalent zueinander sind, d.h. dieselben Sprachen erkennen und dieselben Funk-
tionen berechnen. Hier zwei Beispiele:

e Turingmaschinen mit nach links begrenztem und nur nach rechts unendlichem

Arbeitsband
e Turingmaschinen mit mehreren Béndern und Schreib-Lesekopfen
Die Aquivalenz dieser Modelle ist ein Indiz fiir die Giiltigkeit der Church-Turing-These.

Wir betrachten das zweite Beispiel genauer und zeigen Aquivalenz zur in Definition 11.1
eingefiithrten 1-Band-TM.

Definition 11.3 (k-Band-TM)

Eine k-Band-NTM hat die Form A = (Q, %, T, qo, A, F') mit
e (), 1, qo, I wie in Definition 11.1 und
e ACQxTExT*x {rl,n}rxQ.

Dabei bedeutet (q, (a1, ..., ax), (br,...,bx), (dy,...,dr),q") € A:
e Vom Zustand ¢ aus
e mit aq,...,a, auf den Arbeitsfeldern der £ Bander

kann A
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e das Symbol a; auf dem i-ten Band durch b; ersetzen,

e in den Zustand ¢’ gehen und

e die Schreib-Lesekopfe der Bénder entsprechend d; bewegen.
Das erste Band wird (0.B.d.A.) als Ein- und Ausgabeband verwendet.
Beachte:

Wichtig ist hier, dass sich die Kopfe der verschiedenen Bénder unabhéngig bewegen
koénnen:

HENEEEREN
HEEEEN RN

Wiren die Kopfe gekoppelt, so hétte man im Prinzip nicht mehrere Bénder, sondern ein
Band mit mehreren Spuren:

HENIEEEEN
HENIEEEEN

k Spuren erhdlt man einfach, indem man eine normale NTM (nach Definition 11.1)
verwendet, die als Bandalphabet I'* statt I" hat.

Offenbar kann man jede 1-Band-NTM (nach Definition 11.1) durch eine k-Band-NTM
(k > 1) simulieren, indem man nur das erste Band wirklich verwendet. Der néchste Satz
zeigt, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 11.4
Wird die Sprache L durch eine k-Band-NTM erkannt, so auch durch eine 1-Band-NTM.

Beweis. Es sei A eine k-Band-NTM. Gesucht ist eine 1-Band-NTM A’ mit L(A) =
L(A).
Arbeitsalphabet von A': T2 U U { p};

o Y U{p} wird fiir Eingabe benétigt;

o 1'% sorgt dafiir, dass 2k Spuren auf dem Band von A’ zur Verfiigung stehen.

Idee: Jeweils 2 Spuren kodieren ein Band von A.
e Die erste Spur enthélt die Bandbeschriftung.

e Die zweite Spur enthélt eine Markierung X (und sonst Blanks), die zeigt, wo das
Arbeitsfeld des Bandes ist, z.B.

94



Turingmaschinen

EEIISEIrE

5|6l alla][s]6]s] (66| x||5] 5] 5] 5]

(5] 5] 5]a][a]a]5] [5] 6] s][ala]a]s]

6] 6] |} | x| 6] 1]

Die 1-Band TM A" macht jeweils mehrere Schritte, um einen einzelnen Schritt von A
zu simulieren. Im Detail arbeitet A" wie folgt.

Initialisierung: Zunichst wird die Anfangskonfiguration

qoQy ... Qy

von A’ in die Repréasentation der entsprechenden Anfangskonfiguration von A umgewan-
delt (durch geeignete Ubergénge):

b b a a ... a, p|Spurlund 2 kodieren
b b X P b b | Band 1
b b b P b b | Spur 3 und 4 kodieren
b b X P b b | Band 2

Simulation eines Uberganges von A':

e Von links nach rechts suche die mit X markierten Felder. Dabei merke man sich
(im Zustand von A’) die Symbole, die jeweils iber dem X stehen. Aufserdem zéhlt
man (im Zustand von A’), wie viele X man schon gelesen hat, um festzustellen,
wann das k-te (und letzte) X erreicht ist. Man ermittelt so das aktuelle Tupel

(al, .. .,CLk).

e entscheide nichtdeterministisch, welcher Ubergang

<q7 (a17 s ,(Ik), (bb . '7bk)7 <d17 . '7dk)7q/) S A

von A stattfindet.

e Von rechts nach links gehend ersetze die a; bei den X-Marken jeweils durch das
entsprechende b; und verschiebe die X-Marken geméfs d;.

e Bleibe bei der am weitesten links stehenden X-Markierung und gehe in Zustand ¢'.

In dieser Konstruktion hat A" im Prinzip dieselben Zustdnde wir A. Also stoppt A auf
Eingabe w in akzeptierender Stoppkonfiguration gdw. A’ in akzeptierender Stoppkonfi-
guration stoppt. ]
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Bemerkung 11.5.

1) War A deterministisch, so liefert obige Konstruktion auch eine deterministische
1-Band-Turingmaschine.

2) Diese Konstruktion kann auch verwendet werden, wenn man sich fiir die berechnete
Funktion interessiert. Dazu muss man am Schluss (wenn A in Stoppkonfiguration
ist) in der Maschine A" noch die Ausgabe geeignet aufbereiten.

Wegen Satz 11.4 und Bemerkung 11.5 kénnen wir von nun an ohne Beschrankung der
Allgmeinheit bei der Konstruktion von Turingmaschinen eine beliebige (aber feste) Zahl
von Béndern verwenden.

Bei der Definition von Turing-berechenbar haben wir uns von vornherein auf determi-
nistische Turingmaschinen beschrankt. Der folgende Satz zeigt, dass man dies auch bei
Turing-erkennbaren Sprachen machen kann, ohne an Ausdrucksstérke zu verlieren.

Satz 11.6
Zu jeder NTM g¢ibt es eine DTM, die dieselbe Sprache erkennt.

Beweis. Es sei A = (Q, %X, T, qo, A, F) eine NTM. Wegen Satz 11.4 und Bemerkung

11.5 geniigt es, eine deterministische 3-Band-Turingmaschine A’ zu konstruieren, so dass

L(A) = L(A).

Die Maschine A’ soll fiir wachsendes n auf dem dritten Band jeweils alle Berechnungen
kobakibFgkoby. .. Faqky

beginnend mit der Startkonfiguration ky = gow erzeugen, also erst alle solchen Berech-

nungen der Lange 1, dann alle der Lange 2, usw.

Die Kontrolle, dass tatséchlich alle solchen Folgen erzeugt werden, wird auf dem zweiten
Band vorgenommen. Das erste Band speichert das Eingabewort w damit man stets weifs,
was kp sein muss.

Genauer: Es sei
r = maximale Anzahl von Transitionen in A pro festem Paar (¢,a) € Q@ x T’

Dies entspricht dem maximalen Verzweigungsgrad der nichtdeterministischen Berech-
nung und kann direkt aus A abgelesen werden.

Eine Indexfolge iy,...,4, mit 7; € {1,...,7} beschreibt dann von kq aus fiir n Schritte
die Auswahl der jeweiligen Transition, und somit von kg aus eine feste Berechnung

kobFakibFaqa...Fak,
(Wenn es in einer Konfiguration k; weniger als ¢; mogliche Nachfolgerkonfigurationen
gibt, dann beschreibt iy, . .., 1, keine Berechnung und wird einfach iibersprungen.)

Zahlt man alle endlichen Wérter iiber {1,...,r} auf und erzeugt zu jedem Wort i, .. .4,
die zugehorige Berechnung, so erhélt man eine Aufzdhlung aller endlichen Berechnungen.

A’ realisiert dies auf den drei Béandern wie folgt:
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e Auf Band 1 bleibt die Eingabe gespeichert.

e Auf dem zweiten Band werden sukzessive alle Worter iy .. .1, € {1,...,7}* erzeugt
(z.B. durch normales Zahlen zur Basis r).

o Fiir jedes dieser Worter wird auf dem dritten Band die zugehorige Berechnung
erzeugt (wenn sie existiert). Erreicht man hierbei eine akzeptierende Stoppkonfi-
guration von A, so geht auch A’ in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

O
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12. Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und
Grammatiken

Wir zeigen zunéchst den Zusammenhang zwischen Typ-0-Sprachen und Turing-erkenn-
baren Sprachen. Dieser beruht darauf, dass es eine Entsprechung von Ableitungen einer
Typ-0-Grammatik einerseits und Berechnungen von Turingmaschinen andererseits gibt.
Beim Ubergang von der Turingmaschine zur Grammatik dreht sich allerdings die Rich-
tung um:

e cine akzeptierende Berechnung beginnt mit dem zu akzeptierenden Wort
e cine Ableitung endet mit dem erzeugten Wort
Wir werden im folgenden sehen, wie man diese Schwierigkeit 16st.

Satz 12.1

Eine Sprache L gehort zu Lo gdw. sie Turing-erkennbar ist.

Beweis. ,=*. Es sei L = L(G) fiir eine Typ-0-Grammatik G = (N, X, P, S). Wir geben
eine 2-Band-NTM an, die L(G) erkennt (und nach Satz 11.4 dquivalent zu einer 1-Band-
NTM ist).

1. Band: speichert Eingabe w

2. Band: es wird nichtdeterministisch und Schritt fiir Schritt eine Ableitung von G
erzeugt.

Es wird verglichen, ob auf Band 2 irgendwann w (d.h. der Inhalt von Band 1) ent-
steht. Wenn ja, so geht man in akzeptierende Stoppkonfiguration, sonst werden weitere
Ableitungsschritte vorgenommen.

Die Maschine geht dabei wie folgt vor:
1) Schreibe S auf Band 2, gehe nach links auf das b vor S.

2) Gehe auf Band 2 nach rechts und wéhle (nichtdeterministisch) eine Stelle aus, an
der die linke Seite der anzuwendenden Produktion beginnen soll.

3) Wihle (nichtdeterministisch) eine Produktion @« — ( aus P aus, die angewendet
werden soll

4) Uberpriife, ob « tatsichlich die Beschriftung des Bandstiicks der Linge |a| ab der
gewihlten Bandstelle ist.
5) Falls der Test erfolgreich war, so ersetze a durch f.

Vorher miissen bei |a| < |f]| die Symbole rechts von o um || — || Positionen nach
rechts

bzw. bei |a| > |f| um |a| — | 5| Positionen nach links geschoben werden.
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6) Gehe nach links bis zum ersten 4 und vergleiche, ob die Beschriftung auf dem
Band 1 mit der auf Band 2 iibereinstimmt.
7) Wenn ja, so gehe in akzeptierenden Stoppzustand. Sonst fahre fort bei 2).
o< Essel L =L(A) fir eine NTM A = (Q, %, T, qo, A, F).
Wir konstruieren eine Grammatik G, die jedes Wort w € L(.A) wie folgt erzeugt:

1. Phase: Erst wird w mit ,,gentigend vielen A-Symbolen links und rechts davon erzeugt
(dies passiert fiir jedes w, auch fiir w ¢ L(A)).

,Geniigend viele* bedeutet dabei: so viele, wie A beim Akzeptieren von w vom
Arbeitsband benotigt.

2. Phase: Auf dem so erzeugten Arbeitsband simuliert G die Berechnung von A bei
Eingabe w.

3. Phase: War die Berechnung akzeptierend, so erzeuge nochmals das urspriingliche w.

Damit man in der zweiten Phase das in der dritten Phase bendtigte w nicht vergisst,
verwendet man als Nichtterminalsymbole Tupel aus

(BU{p}) xT

wobei das Tupel [a, b] zwei Zwecken dient:
e in der ersten Komponente merkt man sich die urspriingliche Eingabe w und

e in der zweiten Komponente simuliert man die Berechnung (die die Eingabe ja
tiberschreiben kann).

Formale Definition:
N = {SaAvBaE}UQU((ZU{/b}) X F),

wobei
e S, A, B zum Aufbau des Rechenbandes am Anfang,
e [/ zum Loschen am Schluss,
e () zur Darstellung des aktuellen Zustandes,
e XU {p} zum Speichern von w und
e [' zur A-Berechnung

dienen.
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Regeln:

1. Phase: Erzeuge w und ein gentigend grofses Arbeitsband.

S — BqyA

A — [a,a]A fiir alle a €
A— B

B— (5 HB

B — ¢

Man erhélt also somit fiir alle a; ...a, € ¥*,k,1[,> 0:

St6 1B, Mralar, ail .. law, an][ 5, 4]

2. Phase: simuliert TM-Berechnung in der ,zweiten Spur:
e pla,b] — [a,V]q
falls (p,b,b',r,q) € A, a € X U{p}
o [a,clpld’,b] — qla, c][d’, V]
falls (p,b,V/,1,q) € A, a,a e SU{p}, cel
e pla,b] — qla, V]
falls (p,b,0/,n,q) € A, a € L U{}}

Beachte:

Da wir in der ersten Phase gentigend viele Blanks links und rechts von a; . . . a,
erzeugen konnen, muss in der zweiten Phase das ,Nachschieben* von Blanks
am Rand nicht mehr behandelt werden.

3. Phase: Aufrdumen und erzeugen von a; ...a,, wenn die TM akzeptiert hat

qla,b] — EaE fir a€ X, bel
q p,b) — E  fir bel

falls ¢ € F' und es keine Transition der Form (q,b,...,...) € A
gibt (d.h. akzeptierende Stoppkonfiguration erreicht)

e Fla,b| — aFE fira e X,bel

(Aufrdumen nach rechts)
e [a,b|]F — FEafirae X bel

(Aufrdumen nach links)
e E[pb) — Efirbel

(Entfernen des zusatzlich bendtigten Arbeitsbandes nach rechts)
o [Jb|]F — E firbel

(Entfernen des zusétzlich benétigten Arbeitsbandes nach links)
o F — ¢
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Man sieht nun leicht, dass fiir alle w € ¥* gilt:

w € L(G) gdw. A akzeptiert w. O

Fiir Typ-0-Sprachen gelten die folgenden Abschlusseigenschaften:

Satz 12.2

1) Ly ist abgeschlossen unter U, -* und N.

2) Ly ist nicht abgeschlossen unter Komplement.

Beweis.

1)

2)

*

Fiir die reguldren Operationen U, -,* zeigt man dies im Prinzip wie fiir £o durch
Konstruktion einer entsprechenden Grammatik.

Damit sich die Produktionen der verschiedenen Grammatiken nicht gegenseitig
beeinflussen, geniigt es allerdings nicht mehr, nur die Nichtterminalsymbole der
Grammatiken disjunkt zu machen.

Zusétzlich muss man die Grammatiken in die folgende Form bringen:
Die Produktionen sind von der Form

u—>v mit u € N; und v € N}
X, —a mit X, € N; und a €

Fiir den Schnitt verwendet man Turingmaschinen:

Die NTM fiir LN Ly verwendet zwei Bander und simuliert zunéachst auf dem ersten
die Berechnung der NTM fiir L; und dann auf dem anderen die der NTM fiir L,.

Wenn beide zu akzeptierenden Stoppkonfigurationen der jeweiligen Turingmaschi-
nen fithren, so geht die NTM fiir L; N L, in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.
Beachte:

Es kann sein, dass die NTM fiir L; auf einer Eingabe w nicht terminiert, die
NTM fiir Ly N Ly also gar nicht dazu kommt, die Berechnung der NTM fiir Ly zu
simulieren. Aber dann ist ja w auch nicht in Ly N Lo.

Wir werden spéter sehen, dass Turing-erkennbaren Sprachen nicht unter Komple-
ment abgeschlossen sind (Satz 16.10). O

Wir werden spéter auferdem zeigen, dass fiir Turing-erkennbaren Sprachen (und damit
fiir L) alle bisher betrachteten Entscheidungsprobleme unentscheidbar sind (Sétze 16.6,
16.8, 16.9). Die Begriffe “entscheidbar” und “unentscheidbar” werden wir in Kiirze formal
definieren. Intuitiv bedeutet Unentscheidbarkeit, dass es keinen Algorithmus gibt, der
das Problem 16st.
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Satz 12.3

Fiir Ly sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das Aquivalenzproblem unent-
scheidbar.

Von den Sprachklassen aus der Chomsky-Hierarchie sind nun alle bis auf £; (kontext-
sensitiv) durch geeignete Automaten/Maschinenmodelle charakterisiert. Nach Definition
enthalten kontextsensitive Grammatiken nur Regeln, die nicht verkiirzend sind, also Re-
geln u — v mit |v| > |u|. Wenn man ein Terminalwort w mit einer solchen Grammatik
ableitet, so wie die Ableitung also niemals ein Wort enthalten, dessen Lange grofer als
|w] ist.

Diese Beobachtung legt folgende Modifikation von Turingmaschinen nahe: die Maschi-
nen diirfen nicht mehr als |w| Zellen des Arbeitsbandes verwenden, also nur auf dem
Bandabschnitt arbeiten, auf dem anfangs die Eingabe steht. Um ein Uberschreiten der
dadurch gegebenen Bandgrenzen zu verhindern, verwendet man Randmarker ¢ $.

Definition 12.4 (linear beschrinkter Automat)
Ein linear beschrankter Automat (LBA) ist eine NTM A = (Q, X, T, qo, A, F), so dass
e § /e \ X

e Ubergiinge (¢, £ ...) sind nur in der Form (g, ¢, ¢ r,¢') erlaubt (linker Rand darf
nicht {iberschritten werden).

e Ubergiinge (g, $,...) sind nur in der Form (¢, $,$,1,¢) erlaubt.

e ¢/ und $ diirfen nicht geschrieben werden.

Ein gegebener LBA A erkennt die Sprache
L(A) :={w e X" | dpow$ "k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Offensichtlich muf auch ein LBA nicht unbedingt terminieren. Wie bei Turingmaschinen
gilt nach der obigen Definition: terminiert ein LBA A auf einer gegebenen Eingabe w
nicht, so ist w ¢ L(A).

Korollar 12.5

Eine Sprache L gehért zu L1  gdw. sie von einem LBA erkannt wird.

Beweis.
=" Verwende die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 12.1.

Da alle Produktionen von kontextsensitiven Grammatiken nichtkiirzend sind (mit
Ausnahme S — ¢), muss man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter bis
zur Lénge |w| erzeugen (aus ldngeren kann nie mehr w abgeleitet werden). Daher
kommt man mit |w]| vielen Feldern aus.

Beachte:

Zwei Bander liefern nicht ein doppelt so langes Band, sondern ein gréfseres Arbeit-
salphabet, vergleiche Beweis von Satz 11.4.
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<" Durch Modifikation der Beweisidee von Satz 12.1 gelingt es, zu einem LBA eine
Grammatik zu konstruieren, die nur nichtkiirzende Regeln hat.

Idee:

Da man mit |w| Arbeitsfeldern auskommt, muss man keine [ 4, p] links und rechts
von w erzeugen. Dadurch fallen dann auch die folgenden kiirzenden Regeln weg:

E[p, b — E
(b ME — E
Es gibt allerdings noch einige technische Probleme:
e Man muss die Randmarker ¢ und $ einfithren und am Schluss 16schen.
e Man muss das Hilfssymbol E und den Zustand ¢ 16schen.
Losung:

Fiihre die Symbole ¢ $ sowie E und den Zustand ¢ nicht als zusétzliche Symbole
ein, sondern kodiere sie in die anderen Symbole hinein.

z.B. statt [a, b]g[a’,V][a”, b"] verwende [a, b][q, d, b'][a”,b"].

Basierend auf dieser Idee kann man die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 12.1
so modifizieren, dass eine kontextsensitive Grammatik erzeugt wird.

0
Satz 12.6

L1 ist abgeschlossen unter U, -* .M und Komplement.

Beweis. Fir U, -,* und N verwende Grammatiken bzw. LBAs, analog zu L.

Komplement: der Beweis ist schwierig und wird an dieser Stelle nicht gefiithrt. Abschlufs
unter Komplement von £; war lange ein offenes Problem und wurde dann in den 1980ern
unabhéngig von zwei Forschern bewiesen (Immerman und Szelepcsenyi). U

Fiir LBAs ist bisher nicht bekannt, ob deterministische LBAs genauso stark wie nicht-
deterministische LBAs sind.

Satz 12.7
Fir L, sind
1. das Wortproblem entscheidbar

2. das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis. (1) Da kontextsensitive Produktionen (bis auf Spezialfall S — ¢) nichtkiirzend
sind, muss man zur Entscheidung ,w € L(G)? nur die Menge aller aus S ableitbaren
Worter aus (N U X)* der Liange < |w| erzeugen und dann nachsehen, ob w in dieser
Menge ist. Dieses Verfahren terminiert, da es nur endlich viele solche Worter gibt.

(2) Werden wir spater beweisen (Satz 17.6).
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13. Primitiv rekursive Funktionen und
Loop-Programme

In diesem und dem folgenden Abschnitt betrachten wir zwei weitere Arten von Berech-
nungsmodellen:

e Funktionale Modelle, bei denen nicht der Mechanismus der Berechnung, sondern
die Funktionen selbst im Mittelpunkt stehen

e Berechnungsmodelle, die als Abstraktion von imperativen Programmiersprachen
verstanden werden konnen.

Dies dient zwei Zwecken: erstens werden wir Berechnungsmodelle dieser Art identifi-
zieren, die identische Berechnungsstérke haben (also dieselben Funktionen berechnen
konnen) und zudem auch dieselbe Berechnungsstéirke wie Turingmaschinen aufweisen.
Dies ist ein gutes Indiz fiir die Giiltigkeit der Church-Turing These. Zweitens erlauben
uns die erzielten Resultate, sehr prézise diejenigen Operationen auf Funktionen bzw.
Elemente von imperativen Programmiersprachen zu identifizieren, die fiir die Berech-
nungsvollstindigkeit (Aquivalenz zu Turingmaschinen) verantwortlich sind. Wir trennen
sie damit von bloffem “Beiwerk” zu trennen, das zwar angenehm fiir die Programmierung
ist, aber nicht wirklich zur Berechnungsstirke beitragt.

Wir gehen in zwei Schritten vor. Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Berechnungs-
modelle sind nicht Berechnungsvollstédndig, also nicht stark genug, um alle (Turing-)be-
rechenbaren Funktionen zu erfassen. Wir werden im Abschnitt 14 zeigen, wie man die
Modelle erweitern muss, um berechnungsvollstindige Modelle zu erhalten.

Wir betrachten hier nur Funktionen von
N" — N.

Dies entspricht dem Spezialfall [¥| = 1 bei Wortfunktionen, ist aber keine echte Ein-
schrankung, da es berechenbare Kodierungsfunktionen gibt, d.h.

m: X" —= N Dbijektiv
mit 7 und 7! berechenbar.
Definition 13.1 (Grundfunktionen)
Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursive Grundfunktionen:
1) s: N — Nmit z +— z+ 1 (Nachfolgerfunktion)
2) Firallen >0und ¢, 1 <i<mn:
o Wf") : N* — N mit (z1,...,x,) — z; (Projektion)
o null™ : N* — N mit (21, ...,2,) — 0 (Nullfunktion)
Beachte, dass es die Projektion und die Nullfunktion jeweils mit beliebiger Stelligkeit

gibt. Aus diesen einfachen Funktionen kann man mit Hilfe von Operatoren komplexere
Funktionen aufbauen.
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Definition 13.2 (Komposition)
Die Funktion f: N — N entsteht aus

g :N" — N und
hl,...,hmINn%N
durch Komposition, falls fir alle (xq,...,x,) € N gilt:
f(xr, ..., z) = glhi(zy, .y 2n), o hp (2, o 2)).

Wendet man Komposition auf echt partielle Funktionen an, so gilt:
f(xq,...,2,) ist undefiniert gdw.

e cines der h;(zy,...,x,) ist undefiniert oder

e alle h;-Werte sind definiert, aber g von diesen Werten ist undefiniert.
Beispiel:
g(z,y) =z, h1(0) = 0, hy(0) undefiniert.
Dann ist g(hy(0),hy(0)) undefiniert Dies entspricht der call-by-value-Auswertung von

Programmiersprachen: der Wert von hy(0) muss als Wert tibergeben werden (und darum
auch existieren), auch wenn er dann gar nicht verwendet wird.

Definition 13.3 (primitive Rekursion)
Es sei n > 0. Die Funktion f: N**! — N entsteht aus

g:N" — N und
h:N"™2 5 N
durch primitive Rekursion, falls gilt:
o f(x1,...,2,,0) =g(x1,...,2,)
o f(xy,...;xn,y+1)=h(zy, ..., z0 f(x1,...,20,9),7y)
Beachte, dass das letzte Argument per Definition das “Rekursionsargument” ist. Die
Funktion ¢ definiert den Rekursionsanfang, h definiert den Rekursionsschritt. Bei der
Berechnung des Rekursionsschrittes hat man zur Verfligung: alle Argumente inklusive

Rekursionsargument sowie den per rekursivem Aufruf ermittelten Wert. Auch bei der
primitiven Rekursion setzen sich wie bei der Komposition undefinierte Werte fort.

Beispiel 13.4 (Addition)
Die Addition natiirlicher Zahlen kann durch primitive Rekursion wie folgt definiert wer-
den:

add(z,0) =« = g(z)
add(z,y + 1) = add(z,y) + 1 = h(z,add(x,y),y)

Das heiftt also: add entsteht durch primitive Rekursion aus den Funktionen
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e g: N — Nmit z— z,
dh.g= 7T§1) ist Grundfunktion,

e h: N3 = Nmit (z,2,y) = 2+ 1,
dh. h(z, z,y) = s(m;” (z, 2,9)).
Also entsteht h durch Komposition aus Grundfunktionen.

Definition 13.5 (Klasse der primitiv rekursiven Funktionen)

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen besteht aus allen Funktionen, die man
aus den Grundfunktionen durch Anwenden von

e Komposition und
o primitiver Rekursion
erhélt.

Offenbar sind die Grundfunktionen total und die Operationen Komposition und primitive
Rekursion erzeugen aus totalen Funktionen wieder totale.

Satz 13.6

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen enthdlt nur totale Funktionen.

Trotzdem sind aber die Operationen primitive Rekursion und Komposition auch fiir
partielle Funktionen definiert, und wir werden sie spéter auch auf partielle Funktionen
anwenden.

Beispiel 13.4 zeigt, dass add zur Klasse der primitiv rekursiven Funktionen gehort. Wir
betrachten nun weitere Beispiele fiir primitiv rekursive Funktionen.

Multiplikation erhélt man durch primitive Rekursion aus der Addition:
mult(z,0) = 0 = null™ (z)
mult(z,y + 1) = add(z, mult(z,y)) = add(7r§3), 7T§3))(:1:, mult(z,y),y)
Exponentiation erhilt man durch primitive Rekursion aus der Multiplikation:
exp(x,0) =1 = s(null® (z))
exp(z,y + 1) = mult(z, exp(z,y))

Betrachte die Vorganger-Funktion

z—1 >0

pred:N—)letxl—ME—lzz{O =0

Diese Funktion “schneidet bei 0 ab”, um den Zahlenraum N nicht zu verlassen. Die
Funktion pred ist ebenfalls primitiv rekursiv, denn sie kann mittels primitiver Rekursion
definiert werden (das einzige Argument ist das Rekursionsargument):

pred(0) =0 = null®(),

pred(y +1) = y — 73 (pred(y), )

106



Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme

In obiger Definition verwenden wir die primitive Rekursion, um eine Fallunterscheidung
zu realisieren. Wir werden das spéater noch genauer betrachten.
Ubung:

Zeige, dass
Ty vy

. 2 3 — =
sub : N* — N mit (z,y) = z—y: {0 sonst

primitiv rekursiv ist.

Beispiel 13.7

Aus den bisher betrachteten Funktionen erhalt man damit die Funktion
¢:N? = N mit (z,y) — 2 (2y + 1)1

durch Komposition, d.h. ¢ ist primitiv rekursiv. Diese Funktion ist interessant, da sie
eine Bijektion von N2 — N ist, d.h. man kann mit ihr Tupel natiirlicher Zahlen in eine
natiirliche Zahl kodieren. Derartige Kodierungen werden sich spéter in Beweisen als sehr
niitzlich erweisen.

Lemma 13.8
Die Funktion ¢ aus Beispiel 13.7 ist eine Bijektion.

Beweis.

Surjektivitdt: Es sei z € N. Dann betrachten wir die grofite Zweierpotenz 2%, die z + 1

teilt. Offenbar ist dann Z;;l eine ungerade Zahl, d.h. es gibt ein y mit

z+1
2:1:

=2y + 1.

Damit ist 2 = 2% - 2y + 1)—1 = c(x, y).

Injektivitdt: Offenbar ist die grofste Zweierpotenz, die z + 1 teilt, eindeutig, d.h. x ist
eindeutig durch z bestimmt. Damit ist aber auch y eindeutig bestimmt. O

Da c eine Bijektion ist, gibt es die Umkehrfunktionen ¢y und c¢; mit der Eigenschaft
co(c(x,y)) = x und cy(c(z,y)) = y. Diese ergeben sich im Prinzip aus dem Beweis von
Lemma 13.8, d.h.

co(z) =max{zr € N | 2%|(z + 1)}
z+1. .

c1(2) = (55)—1)/2

Um zu zeigen, dass cg, c¢; ebenfalls primitiv rekursiv sind, benétigen wir noch etwas
Vorarbeit. Insbesondere wollen wir zeigen, dass mittels primitiver Rekursion Fallunter-
scheidungen und eine sogenannte beschriankte Minimalisierung moglich sind.
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Die Funktionen sign : N — N und sign : N — N mit

sign(z) = 0 =0 sign(z) = Le=0
BT 1 2>0 B0 2>0
lassen sich per primitiver Rekursion definieren, dabei ist das einzige Argument auch das
Rekursionsargument:

sign(0) =0 sign(y + 1) =

1
Sign(0) = 1 Sgn(1) = 0

Definition 13.9 (Fallunterscheidung)
Es seien g1, gs,h : N* — N gegeben.
Die Funktion f : N* — N entsteht daraus durch Fallunterscheidung, falls fiir alle z € N”

gilt:

1(z) falls h(z)=0
fle) = { §2(£) falls h(z) >0

Lemma 13.10

Sind g1, g2, h primitiv rekursiv, so auch f.

Beweis. L
f(z) = g1 (z) - sign(h(z)) + g2(z) - sign(h(z)). H
Definition 13.11 (beschriankte Minimalisierung)

Es sei n > 0. Die Funktion f : N**! — N entsteht aus g : N*™!' — N durch beschrinkte
Minimalisierung, falls gilt:

f(x,y) = J falls  j = min{i <y | g(z,i) = 0} existiert
- y+1 sonst

Wir schreiben dann f = ng.

Die beschrankte Minimalisierung gibt also den kleinsten Wert j < y zuriick, so dass
g(x,7) = 0. Der Zusatz “beschrankt” bezieht sich auf die Tatsache, dass wir nur Werte
7 <y, mit y gegeben, in Betracht zichen. Wir werden spéter auch unbeschrinkte Mi-
nimalisierung kennenlernen und sehen, dass sie nicht primitiv rekursiv ist, sondern im
Gegenteil fiir Turing-Vollstandigkeit sorgt.

Lemma 13.12

Ist g primitiv rekursiv, so auch Jig.

Bewers. Wir definieren jig mittels primitiver Rekursion wie folgt:

_ 0 falls z,0) =0
1) Fig(z,0) :{ 1 sonst g(_ )

D.h. 7ig(z, 0) = sign(g(z, 0))

108



Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme

B pg(z,y) falls  pmg(z,y) <y oderg(z,y+1)=0
2) Mg(z,y+1)={5+(2 ) sonst e | |

Die im Rekursionsschritt verwendete Funktion A ist also eine Fallunterscheidung, genauer

gesagt
0 falls z<yoderg(z,y+1)=0

iz ) = { |

sonst
Es gilt
h(z, z,y) = sign((z—y) - g(z, y + 1))
also ist h und damit auch pg primitiv rekursiv. O

Wir kommen nun zuriick zu den Umkehrfunktionen der Bijektion aus Beispiel 13.7.
Betrachten wir zunéchst die Teilbarkeitsrelation in der Definition von c¢g.

Lemma 13.13

Die Funktion
0 zly

e . N2 .
teilt : N* — N mit (z,y) — { 1 sonst

18t primativ rekursiv.

Beweis. Betrachte die Funktion

0 z-z=y
h(x,z,y):{ 1 sonst.

h ist primitiv rekursiv, da
h(z,y,2) = sign((z - z2—y) + (y—z - 2)).
Damit ist auch zzh primitiv rekursiv und somit auch g(z,y) = nh(z,y,y). Es gilt

' falls  j=min{t <y | z-i =y} existiert
g(x’y):{] J {i<yl v}
y+1 sonst
Damit ist aber teilt(z,y) = g(x,y)—y, denn
e wenn x|y, dann ist g(z,y) ein Teiler von y, der ist <y, also g(z,y)—y = 0

e wenn x|y nicht gilt, dann g(z,y) =y + 1, also g(z,y)—y = 1.

Lemma 13.14

Die Umkehrfunktion cy der Funktion ¢ aus Beispiel 13.7 ist primitiv rekursiv.
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Beweis. c¢o(z) = max{x € N | 2%|(z + 1)}.

Wir suchen nach dem kleinsten ¢ < z + 1 mit
26D | (24 1)
d.h. nach dem kleinsten 7 < z + 1 mit
f(z,7) == teilt(2G+D~7 2 + 1) = 0.
Dies gelingt durch beschrankte Minimalisierung, zusammenfassend:

co(z) = (z +1)=pf(z, 2 + 1).

0

Um zu zeigen, dass auch c¢; primitiv rekursiv ist, betrachten wir die ganzzahlige Division

div : N? = N mit (z,y) — { l2/y] falls  y>0

x sonst

wobei |x/y]| die grokte natiirliche Zahl unterhalb von z/y ist.
Beachte:

Ist y > 0 und x durch y teilbar, so ist div(z,y) = x/y. In der Definition von ¢; sind

diese Bedingungen erfiillt. Es ist daher
co(2) = div(div(z + 1,221, 2).

Lemma 13.15

Die Umkehrfunktion ¢, der Funktion ¢ aus Beispiel 13.7 ist primitiv rekursiv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass div primitiv rekursiv ist. Betrachte

_J 0 falls z-y>w
f(x,y,z)—{l falls z-y <=z

Diese ist primitiv rekursiv, da

f(z,y, ) = Sign(z - y~a).

Damit ist auch 7f primitiv rekursiv und somit auch g(z,y) := af(z,y, x). Es gilt

() = das kleinste ¢+ < x mit ¢ -y > x falls existent
S | sonst

Daraus folgt div(z,y) = g(z,y)—1, denn

e ist y > 1, so existiert so ein ¢ stets (némlich ¢ = z) und es ist div(z,y) =7 — 1.

e ist y = 1 oder y = 0, so existiert so ein ¢ nicht, d.h. x + 1 wird ausgegeben. In

diesen Féllen ist aber auch div(z,y) = x.

0

110



Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme

Wir betrachten nun eine einfache imperative Programmiersprache, die genau die primitiv
rekursiven Funktionen berechnen kann.

LOOP-Programme sind aus den folgenden Komponenten aufgebaut:
e Variablen: xg, 1, xa, ...
e Konstanten: 0, 1, 2, ... (also die Elemente von N)
e Trennsymbole: ; und :=
e Operationssymbole: + und —
e Schliisselworter: LOOP, DO, END
Definition 13.16 (Syntax LOOP)
Die Syntaz von LOOP-Programmen ist induktiv definiert:
1) Jede Wertzuweisung
x; = x; +cund
T = xj—C
fiir 4,7 > 0 und ¢ € N ist ein LOOP-Programm.
2) Falls P, und P, LOOP-Programme sind, so ist auch

Py; P, (Hintereinanderausfihrung)

ein LOOP-Programm.
3) Falls P ein LOOP-Programm ist und ¢ > 0, so ist auch

LOOP x; DO P END

ein LOOP-Programm.

Die Semantik dieser einfachen Sprache ist wie folgt definiert:
Bei einem LOOP-Programm, das eine Funktion f : N¥* — N berechnen soll:
e werden die Variablen x1,...,xz; mit den Fingabewerten nq,...,n; vorbesetzt.
e Alle anderen Variablen erhalten den Wert 0.
e Ausgabe ist der Wert der Variablen xy nach Ausfithrung des Programms.
Die einzelnen Programmkonstrukte haben die folgende Bedeutung:
1) z; = z;+c
Der neue Wert der Variablen z; ist die Summe des alten Wertes von z; und c.
T; 1= xj—C
Der neue Wert der Variablen x; ist der Wert von ; minus ¢, falls dieser Wert > 0
ist und 0 sonst.
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2) P1 ;PQ
Hier wird zunéachst P, und dann P, ausgefiihrt.
3) LOOP z; DO P END

Das Programm P wird sooft ausgefiihrt, wie der Wert von z; zu Beginn angibt. An-

derungen des Wertes von x; wiahrend der Ausfiihrung von P haben keinen Einfluss
auf die Anzahl der Schleifendurchléufe.

LOOP-Programme lassen zunéchst nur Addition und Subtraktion von Konstanten zu,
aber nicht von Variablen. Wir werden aber sehen, dass man letzteres ebenfalls ausdriicken
kann.

Definition 13.17 (LOOP-berechenbar)
Die Funktion
f:N" N
heifst LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das f in dem folgenden

Sinne berechnet:

e (Gestartet mit nq,...,ny in den Variablen xy,..., 2, (und 0 in den restlichen Va-
riablen)

e stoppt P mit dem Wert f(n,...,ng) in der Variablen z.

Offensichtlich terminieren LOOP-Programme stets, da fiir jede Schleife eine feste Anzahl
von Durchldufen durch den anfinglichen Wert der Schleifenvariablen festgelegt wird.
Daher sind alle durch LOOP-Programme berechneten Funktionen total. Das LOOP-
Konstrukt entspricht einer einfachen variante von FOR-Schleifen.

Beispiel:
Die Additionsfunktion ist LOOP-berechenbar:

Ty = x1 +0;
LOCOP zo DO xq := l’o‘i‘l END

Dieses Beispiel zeigt, dass die Addition von Variablen ebenfalls mittels LOOP-Programmen
ausdriickbar ist. Man kann auch verschiedene andere Programmkonstrukte typischer im-
perativer Programmiersprachen simulieren. Wir betrachten zwei Beispiele:

e Absolute Wertzuweisungen: z; := ¢ wird simuliert durch

LOOP z; DO z; := x; — 1 END;
x; = x; +c END

e IF x =0 THEN P END kann simuliert werden durch:

y = 1;
LOOP =z DO y := 0 END;
LOOP y DO P END

wobei y eine neue Variable ist, die nicht in P vorkommt ist.
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Satz 13.18

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen stimmt mit der der LOOP-berechenbaren
Funktionen tiberein.

Beweis.

(1) Alle primitiv rekursiven Funktionen sind LOOP-berechenbar. Wir zeigen dies per
Induktion iiber den Aufbau der primitiv rekursiven Funktionen:

e Fir die Grundfunktionen ist klar, dass sie LOOP-berechenbar sind.

e Komposition:

f(x1, ..., zn) = glhy(21, ..., 28), - by (21, .0 )
Es seien Py, ..., P,,, P LOOP-Programme fiir hy,...,h,,, g.

Durch Speichern der Eingabewerte und der Zwischenergebnisse in unbenutz-
ten Variablen kann man zunéchst die Werte von hy, ... h,, mittels Py, ..., P,
berechnen und dann auf diese Werte P anwenden. Genauer:

Yy = T15 5 Yn T T,

Fiihre P, aus

Z1 = Xo,

x; := 0; fiir alle in P, verwendeten Variablen x;
Ty 1T Y13 5 T 1T Yns

Fihre P, aus

Zm 1= T

x; := 0; fiir alle in P,, verwendeten Variablen z;
T1 = Z15 5 Ty 1T Zms

Fiihre P aus

e primitive Rekursion:

f(x1,...,2,,0) = g(x1,...,2)

f(l‘la coy Ty T + ]-) - h(l‘17 s ,.[L'n,f(l'l, s 7xnaxn+1)7xn+1)

Die Funktion f kann durch das LOOP-Programm

21 = gy, ., x,)s (%)

z9 = 0;

LOOP z,,,; DO
z1 = h(zy, ..., xn,21,22); (%)
29 1= Zp 41

END

Ty :— 21

berechnet werden.

113



Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme

Dabei sind die mit (x) gekennzeichneten Anweisungen Abkiirzungen fiir Pro-
gramme, welche Ein- und Ausgaben geeignet kopieren und die Programme
fiir g und h anwenden.

Die Variablen 21, z5 sind neue Variablen, die in den Programmen fiir g und h
nicht vorkommen.

(1) Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind primitiv rekursiv.

Dazu beschaffen wir uns zunéchst eine primitiv rekursive Bijektion
¢ N" 5N (n>2)

sowie die zugehorigen Umkehrfunktionen

Wir definieren dazu

e (o -+ y Tpo1) = c(xp, c(x1, ..., c(Tp_o,Tp1)...))

Da ¢ und ¢, ¢y primitiv rekursiv sind, sind auch ¢ und c(()"), cee c,(fi)l

rekursiv.

Es sei nun F,y ein LOOP-Programm, das die Funktion f; : N* — N berechnet. Es
sei ¢ der maximale Index der in Py vorkommenden Variablen und k := max{r, (}.

primitiv

Wir zeigen durch Induktion iiber den Aufbau von Teilprogrammen P von F,, dass
die Funktion gp : N — N primitiv rekursiv ist, wobei

gp(z) = C(k“)(bo, oo by)

wenn
e by, ..., b, die Werte von x, ...,z nach Ausfithrung des Programms P
e bei Startwerten ag = c((]kﬂ)(z), ce Q= c,(fﬂ)(z) sind.

Das Kodieren ist notwendig, da das Resultat von primitiv rekursiven Funktionen
stehts eine einzige natiirliche Zahl ist, diese aber die Werte aller fiir P relevanter
Variablen xy, . ..,z reprasentieren mufs. Wir fiihren nun die Induktion durch:
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1) Hat P die Form x; := x; + ¢, so ist
k+1 k+1 k41 k+1
gp(z) = c(kﬂ)(cé )(z), e ,cl(_1 )(z), C§~ )(z) + ¢, CEH )(z), c).

Primitiv rekursiv.

Entsprechend kann die andere Zuweisung behandelt werden.
2) P=Q;R
Dann ist
gpr(2) = gr(gq(2)).
Da
® g0, gr nach Induktionsvoraussetzung primitiv rekursiv sind und
e gp durch Komposition daraus entsteht

ist auch gp primitiv rekursiv.

3) P =L00P z; DO () END
Wir definieren zunéchst die zweistellige Funktion h durch primitive Rekursion
aus gg:

h(z,0) =z,
h(z,y +1) = go(h(z,y))

Offenbar liefert h(z,n)

e die Kodierung der Werte der Variablen xq, ..., x,
e nachdem man, beginnend mit zy = c(()k+1)(z), ce T = c,&kﬂ)(z),

e das Programm () n-mal ausgefiihrt hat.

Daher gilt:

gp(2) = h(z,¢/""(2)).
Dies schliefst den Induktionsbeweis ab, dass die Funktion gp fiir jedes Teil-
programm P von Py (einschlieklich Py selbst) primitiv rekursiv ist.

Ist
fo: N =N
die von Fy berechnete Funktion, so gilt also:

(k+1)

fo(z1, .. z) =cog 2 (gpy (c*D(0, 21, .., 2,0,...,0))). O

k—r

Da wir durch LOOP-berechenbare/primitiv rekursive Funktionen nur totale Funktionen
erhalten, ist nicht jede Turing-berechenbare Funktion in dieser Klasse enthalten. Aber
was ist mit den totalen berechenbaren Funktionen?
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Satz 13.19
Es gibt totale berechenbare Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar sind.

Beweis. Wir definieren die Lénge von LOOP-Programmen induktiv iiber deren Aufbau:
1) |z := zj+cli=itj+c+l
|z; = xj—c|=i+j+c+1
2) [P;Qf = |P[+]Q|+1
3) |LOOP z; DO P END|:= |P|+i+1
Fiir eine gegebene Lénge n gibt es nur endlich viele LOOP-Programme dieser Lén-
ge: neben der Programmlénge ist mit obiger Definition auch die Menge der moglichen

vorkommenden Variablen und Konstantensymbole beschréankt. Deshalb ist die folgende
Funktion total:

f(z,y) := 1+ max{g(y) | g: N — N wird von einem
LOOP-Programm der Lénge = berechnet }

Behauptung 1:
Die Funktion
d:N — N mit z — f(z, 2)
ist nicht LOOP-berechenbar, denn:
Sei P ein LOOP-Programm, das d berechnet und sei n = |P|.

Wir betrachten d(n) = f(n,n). Nach Definition ist f(n,n) verschieden von jedem Funk-
tionswert, den ein LOOP-Programm der Lénge n bei Eingabe n berechnet. Dies wider-
spricht der Tatsache, dass d von P berechnet wird.

Behauptung 2:

Die Funktion d ist Turing-berechenbar, denn:

Bei Eingabe z kann eine TM die endlich vielen LOOP-Programme der Lange z aufzéhlen
und jeweils auf die Eingabe z anwenden (wir werden spéter noch formal Beweisen, dass
eine TM jedes LOOP-Programm simulieren kann). Da alle diese Aufrufe terminieren,

kann man in endlicher Zeit den maximalen so erhaltenen Funktionswert berechnen (und
dann um eins erhohen).

O

Eine prominente nicht primitiv rekursive, aber berechenbare Funktion ist die sogenannte
Ackermannfunktion A, die wie folgt definiert ist:

A(0,y) ==y +1
Az +1,0) := A(z, 1)
Alz+1,y+1):= Az, A(x + 1,y))
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Es handelt sich hier um eine geschachtelte Induktion: in der letzten Zeile wird der Wert
fiir das zweite Argument durch die Funktion selbst berechnet. Intuitiv ist diese Funk-
tion wohldefiniert, da in jedem Schritt entweder das erste Argument verringert wird
oder gleich bleibt, wobei dann aber das zweite Argument verringert wird. Ein formaler,
induktiver Beweis der Wohldefiniertheit ist nicht schwierig.

Man kann leicht zeigen, dass A Turing-berechenbar ist. Schwieriger ist der Beweis, dass A
nicht LOOP-berechenbar, da die Funktionswerte schneller wachsen als bei jeder LOOP-
berechenbaren Funktion (siehe [Sch697]).
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14. p-rekursive Funktionen und While-Programme

Um die primitiv rekursiven Funktionen so zu erweitern, dass man alle (Turing-)berechenbaren
Funktionen abdeckt, fiigt mn eine weitere Operation, die unbeschrinkte Minimalisierung
hinzu. Auf Seiten der LOOP-Programme entspricht dies der Erweiterung um eine While-
Schleife. Diese unterscheidet sich von der LOOP-Schleife dadurch, dass die Anzahl der
Durchlaufe nicht von Anfang an feststeht.

Definition 14.1 (unbeschrinkte Minimalisierung)

Es sei n > 0. Die Funktion f : N* — N entsteht aus g : N**' — N durch unbeschrinkte
Minimalisierung (Anwendung des u-Operators), falls gilt:

Y falls g(z1,...,2,,y) = 0 und
g(xy,...,x,, 2) ist definiert und # 0
firalle 0 <z <y

undefiniert sonst

Wir schreiben dann auch f = pug.

Der p-Operator sucht also nach dem kleinsten y, so dass g(xz,y) = 0 ist. Dabei miissen
aber alle vorherigen Werte g(z, z) fir z < y definiert sein. Der Wert pg(x) ist also in
zwei Féllen undefiniert: (i) wenn kein y existiert fiir dass g(zy) = 0 gilt und (ii) wenn
fiir das kleinste y mit g(zy) = 0 gilt: es gibt ein z mit 0 < z < y und g(zy) undefiniert.

Wir betrachten zwei Beispiele fiir Funktionen, die sich mittels des u-Operators definieren
lassen. Beide Beispiele zeigen auch, dass eine p-rekursive Funktion im Gegensatz zu den
primitiv rekursiven Funktionen nicht unbedingt total sein muf.

Beispiel 14.2

e Die 1-stellige, iiberall undefinierte Funktion undef kann definiert werden als

undef(z1) = p(xy + s(z2)).

e Um die Funktion

x/y falls z/y € N
undefiniert  sonst

i~ |

zu definieren, beobachten wir zunéchst, dass die Funktion

1 fallsz #vy

0 sonst

o - |

primitiv rekursiv und damit auch p-rekursiv ist: neq(z, y) = sign((z—y) + (y—=x)).
Wir definieren nun quo(z, y) wie folgt:

quo(z,y) = pulx # z - y).
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Definition 14.3 (Klasse der u-rekursiven Funktionen)

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen besteht aus den Funktionen, welche man aus
den Grundfunktionen (Definition 13.1) durch Anwenden von

e Komposition,
e primitiver Rekursion und
e unbeschrankter Minimalisierung
erhélt.
Definition 14.4 (Syntax von WHILE-Programmen)

Die Syntax von WHILE-Programmen enthélt alle Konstrukte in der Syntax von LOOP-
Programmen und zusétzlich

4) Falls P ein WHILE-Programm ist und i > 0, so ist auch
WHILE x; 75 0 DO P END
ein WHILE-Programm.

Die Semantik dieses Konstrukts ist wie folgt definiert:
e Das Programm P wird solange iteriert, bis x; den Wert 0 erhalt.

e Geschieht das nicht, so terminiert diese Schleife nicht.

Offensichtlich miissen WHILE-Programme im Gegensatz zu LOOP-Programmen nicht
unbedingt terminieren. Man konnte bei der Definition der WHILE-Programme auf das
LOOP-Konstrukt verzichten, da es durch WHILE simulierbar ist:

LOOP x DO P END
kann simuliert werden durch:

y = x+0;

WHILE y #0 DO y := y—1;P END
wobei y eine neue Variable ist.
Definition 14.5 (WHILE-berechenbar)

Eine (partielle) Funktion f : N* — N heift WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P gibt, das f in dem folgenden Sinne berechnet:

e Gestartet mit nq,...,ny in den Variablen zy,..., 7z, (und 0 in den restlichen Va-
riablen)

e stoppt P mit dem Wert f(nq,...,ns) in der Variablen x, falls dieser Wert definiert
ist.

e Sonst stoppt P nicht.
Beispiel:
Die Funktion

N2 . x—y falls = >y
£:N" = N mit (z,) — { undefiniert sonst

ist WHILE-berechenbar durch das folgende Programm:
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WHILE 25 # 0 DO
IF x; # 0 THEN

xy = x1—1;
Ty 1= To—1;
END
END;
Ty = X1

Beachte, dass das [F-Konstrukt in der Syntax von WHILE-Programmen eigentlich nicht
vorhanden ist. Es kann aber leicht wie folgt simuliert werden:

Yy = T,
WHILE y # 0 DO
r1 = r—1;
Ty 1= To—1;
y =0
END
Satz 14.6

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der WHILE-berechenbaren
Funktionen tberein.

Beweis. Wir miissen hierzu den Beweis von Satz 13.18 um die Behandlung des zusétz-
lichen p-Operators/ WHILE-Konstrukts ergéinzen.

1) Alle p-rekursiven Funktionen sind WHILE-berechenbar:

Es sei f = pg und P (nach Induktionsvoraussetzung) ein WHILE-Programm fiir
g. Dann berechnet das folgende Programm die Funktion f:

zg = 0;
y = g(xy, ..., 2, T0); (realisierbar mittels P)
WHILE y # 0 DO

Ty = xo+1;

y = g(x1,..., 20, 20); (realisierbar mittels P)
END

Dieses Programm terminiert nicht, wenn eine der Berechnung der Funktion g mit-
tels des Programmes P nicht terminiert oder wenn y in der WHILE-Schleife nie-
mals den Wert 0 annimmt. In beiden Féallen ist nach Definition von unbeschrankter
Minimalisierung aber auch der Wert von ug nicht definiert.

2) Alle WHILE-berechenbaren Funktionen sind p-rekursiv:

Betrachte das Programm WHILE z; # 0 DO () END.

Wie bei der Behandlung von LOOP im Beweis von Satz 13.18 erhalten wir eine
p-rekursive Funktion
h:N? 5 N,
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fiir die
e h(z,n) die Kodierung der Werte der Variablen z, ..., x) ist nachdem,
e beginnend mit xg = C(()kﬂ)(z), X = c,(fﬂ)(z)

e das Programm () n-mal ausgefiithrt wurde.

Der pu-Operator, angewandt auf die Komposition CEHU (h), sucht nach der kleinsten

Iterationszahl, so dass die Variable x; = 0 wird. Daher ist

gp(2) = h(z, (ue" (h(2)))).

Man beachte, dass sowohl die primitive Rekursion (bei der Definition von h)
als auch die unbeschréinkte Minimalisierung verwendet wurde, um das WHILE-
Konstrukt zu behandelt.

O

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Klasse der p-rekursiven/ WHILE-berechenbaren Funk-
tionen mit der Klasse der Turing-berechenbaren Funktionen iibereinstimmt.

Satz 14.7

Jede p-rekursive Funktion ist Turing-berechenbar.

Bewers. Es ist leicht zu zeigen, dass die Grundfunktionen Turing-berechenbar sind.

(Ubung)

Komposition: Seien A,, Ay, ..., Ay, DTM, die g, hy, ..., h,, berechnen. Konstruiere
wie folgt eine DTM, die die Komposition f von g und hy, ..., h,, berechnet:

Verwende m + 1 Bénder:

e Kopiere die Eingabe z auf Band 2, ..., Band (m + 1)
Ay, berechnet h;(x) auf Band (i + 1)
Uberschreibe Band 1 mit a™@ ... paPn(@)

e Berechne g-Wert davon mit A, auf Band 1

Wenn eine der Maschinen A, Ay, ..., Ay, nicht terminiert, so terminiert auch
die hier konstruierte Maschine A; nicht. Das ist korrekt, da in diesem Fall der
Funktionswert der Komposition f underfiniert ist.

Primitive Rekursion: Seien A,, A, DTM fiir g,h. Konstruiere wie folgt eine DTM,
die die Funktion f berechnet, welche sich aus g und hy, ..., h,, mittels primitiver
Rekursion ergibt:

Verwende 4 Bénder:
e Band 1: Speichert xy
e Band 2: Zahlt von 0 hoch bis y (aktueller Wert: z)
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e Band 3: Enthélt f(z, ) (fiir 2 = 0 mittels A, berechnet)
e Band 4: Berechnung von Ay

Man tiiberzeugt sich leicht davon, dass die konstruierte Maschine genau dann nicht
terminiert, wenn der Funktionswert von f undefiniert ist.

p-Operator: Sei A, eine DTM fiir g. Konstruiere wie folgt eine DTM, die die Funktion
f berechnet, welche sich aus g durch unbeschréankte Minimalisierung ergibt:

Verwende 3 Béander:
e Band 1: Speichert Eingabe x
e Band 2: Zahlt von 0 hoch (aktueller Wert: z)
e Band 3: Berechne g(z, z) mittels A, und teste, ob Wert = 0 ist
Auch hier terminiert die konstruierte Maschine genau in den “richtigen Féllen”.
O

Satz 14.8
Jede Turing-berechenbare Funktion ist WHILE-berechenbar.

Beweisskizze. Um diesen Satz zu beweisen, kodieren wir Konfigurationen von Turing-
maschinen, dargestellt als Worter der Form

aqf fir a, f € I und ¢ € Q,
in drei natirliche Zahlen.

Diese werden dann in den drei Programmvariablen x, s, x3 des WHILE-Programms
gespeichert:

e 1, reprasentiert «,
e 1, reprasentiert g,
e 13 reprasentiert (.

Essei 0.B.dA. T ={ay,...,a,} und Q = {q, ..., q} mit ¢ Startzustand, d.h. wir kon-
nen Alphabetssymbole und Zusténde iiber ihren Index als natiirliche Zahl beschreiben.

Die Konfiguration
@y oo Qi @Ay - - Qg

wird dargestellt als

xlz(ilu"wil)b :

l
§ iu . blfu
v=1

To =M

x?):(j?“)"'ajl)b :

ijp . bp—l’
p=1

wobei b = |T'| + 1 ist, d.h.
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® q; ...a; reprasentiert z; in b-narer Zahlendarstellung und

e aj, ...a; (Reihenfolge!) représentiert 3 in b-nérer Zahlendarstellung.

Ist beispielsweise b = |T'| = 10, also I" = {ay, ..., a9}, so wird die Konfiguration
asasaray gz ajagag  dargestellt durch  x; = 4271, 2y = 3, x3 = 381.

Wie brauchen b = |I'| + 1 statt b = |I'|, da wir die Ziffer 0 nicht verwenden kénnen: die
unterschiedlichen Strings ag und agag hétten die Kodierungen 0 und 00, also dieselbe

Zahl.

Die elementaren Operationen auf Konfigurationen, die zur Implementierung von Be-
rechnungsschritten der simulierten TM benotigt werden, lassen sich mittels einfacher
arithmetischer Operationen realisieren:

Herauslesen des aktuellen Symbols a;,
Ist 23 = (Jr, .., J1)p, SO ist j; = x3 mod b.

Andern dieses Symbols zu a;
Der neue Wert von z3 ist (j,, ..., J2, 7)o = Aiv((Jry- -, 72, J1)6,0) -0+ 7

Verschieben des Schreib-Lesekopfes
kann durch dhnliche arithmetische Operationen realisiert werden.

All diese Operationen sind offensichtlich WHILE-berechenbar (sogar LOOP!).
Das WHILE-Programm, welches die gegebene DTM simuliert, arbeitet wie folgt:

1) Aus der Eingabe wird die Kodierung der Startkonfiguration der DTM in den Va-
riablen x1, xs9, x5 erzeugt.

Wenn also beispielsweise eine bindre Funktion berechnet werden soll und die Ein-
gabe 1 = 3 und x5 = 5 ist, so mufs die Startkonfiguration ggaaapaaaaa erzeugt
werden, reprasentiert durch z; = 2, 9 = 1, 3 = 111211111 wenn a; = a und

a9 = /b
2) In einer WHILE-Schleife wird bei jedem Durchlauf ein Schritt der TM-Berechnung
simuliert (wie oben angedeutet)

e In Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand (Wert von xs) und
e dem gelesenen Symbol, d.h. von x3 mod b

e wird mit den oben dargestellten arithmetischer Operationen das aktuelle Sym-
bol verandert und

e der Schreib-Lesekopf bewegt.

Die WHILE-Schleife terminiert, wenn der aktuelle Zustand zusammen mit dem
gelesenen Symbol keinen Nachfolgezustand hat.

All dies ist durch einfache (WHILE-berechenbare) arithmetische Operationen rea-
lisierbar.
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3) Aus dem Wert von z3 nach terminierung der WHILE-Schleife wird der Ausgabe-
wert herausgelesen und in die Variable zy geschrieben.

Dazu braucht man eine weitere WHILE-Schleife: starte mit zy = 0; extrahiere
wiederholt Symbole aus z3; solange es sich dabei um a handelt, inkrementiere x;
sobald ein anderes Symbol gefunden wird oder x3 erschopft ist, gib den Wert von
o zurick. O

Insgesamt haben wir also gezeigt:

Theorem 14.9

Die folgenden Klassen von Funktionen stimmen tiberein:
1) Turing-berechenbare Funktionen
2) WHILE-berechenbare Funktionen

3) p-rekursive Funktionen

Diese Aquivalenz ist ein wichtiges Argument fiir die Korrektheit der Church-Turing
These.
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15. (Partielle) Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff eines Entscheidungsproblems und der Entscheid-
barkeit formal ein, aufserdem die eng verwandten Begriffe partielle Entscheidbarkeit und
rekursive Aufzdhlbarkeit. Wir werden dann einige grundlegende Zusammenhénge zwi-
schen diesen Begriffen kennenlernen. Wir verwenden hier direkt Turing-Maschinen als
zugrundeliegendes Berechnungsmodell, begriindet durch die Church-Turing-These und
die in den vorhergehenden Abschnitten dargestellte Aquivalenz zu anderen konkreten
Berechnungsmodellen.

In der Informatik erfordern viele Probleme nur eine ja/nein Antwort anstelle eines “ech-
ten” Funktionswertes, z.B.:

e Das Leerheitsproblem fiir NEAs: gegeben ein NEA A, ist L(A) = (7

e Das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken: gegeben eine kontextfreie Gram-
matik G und ein Wort, ist w € L(G)?

e Das Aquivalenzproblem fiir kontextsensitive Grammatiken: gegeben kontextsensi-
tive Grammatiken G und G, gilt L(G;) = L(G3)?

e ctc

Derartige Probleme nennen wir Entscheidungsprobleme. Wir formalisieren sie nicht als
Funktionen, sondern als Mengen P C X* iiber einem geeigneten Alphabet Y, also als
formale Sprache. Das assoziierte ja/nein-Problem ist dann einfach: ist ein gegebenes
Wort w € ¥* enthalten in P?

Als Beispiel fiir die Formalisierung eines Entscheidungsproblems als formale Sprache
betrachten wir das Aquivalenzproblem fiir kontextsensitive Sprachen. Jede Grammatik
G = (N,X%, P, S) kann als Wort code(G) € T'* iiber einer festen (d.h. nicht von G ab-
héingigen) Grammatik I aufgefasst werden. Das Aquivalenzproblen fiir Typ 1-Sprachen
ist dann die Sprache

{(code(Gy)F#code(Gs)) | Gi, Go kontextsensitiv, L(Gy) = L(Gq)} C T,

wobei # einfach ein Trennsymbol ist, dass es erlaubt, die beiden Eingaben zu unter-
scheiden.

Definition 15.1 (entscheidbar, partiell entscheidbar, rekursiv aufzihlbar)
Eine Sprache L C ¥* heifst
1) entscheidbar, falls es eine DTM gibt, die bei Eingabe w € ¥*
e in akzeptierender Stoppkonfiguration anhélt wenn w € L
e in nicht-akzeptierender Stoppkonfiguration anhélt wenn w ¢ L

Die Eingabe w entspricht dabei wieder der Startkonfiguration gyw
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2) partiell entscheidbar, falls es eine DTM gibt, die bei Eingabe w € >*
e terminiert, falls w € L ist
e nicht terminiert sonst.

3) rekursiv aufzihlbar, falls L von einer Aufzahl-Turingmaschine aufgezidhlt wird. Die-
se ist wie folgt definiert:

Eine Aufzihl-Turingmaschine A ist eine DTM, die einen speziellen Ausgabezu-
stand gausgabe hat.

Eine Ausgabekonfiguration ist von der Form
UGAusgabe WV Mit u,v € ", w € ¥ und a € '\ X.

Diese Konfiguration hat w als Ausgabe.

Die durch A aufgezihlte Relation ist

R ={w € X" | w ist Ausgabe einer Ausgabekonfiguration, die von .4

ausgehend von Startkonfiguration gq b erreicht wird}.

Entscheidbarkeit entspricht der intuitiven Existenz eines Algorithmus, der das Entschei-
dungsproblem (in endlicher Zeit) 16st. In der Tat haben wir bereits zahlreiche Entscheid-
barkeitsbeweise gefiihrt (z.B. fiir das Wortproblem fiir NEAs), wobei wir jedoch einen
intuitiven Berechenbarkeitsbegriff anstatt TMs verwendet haben. Eine DTM, die eine
Sprache L entscheidet, nennen wir ein Entscheidungsverfahren fir L. Eine DTM, die
L partiell entscheidet, nennen wir ein partielles Entscheidungsverfahren fiir L. Beachte,
dass ein Entscheidungsverfahren immer terminiert, ein partielles Entscheidungsverfah-
ren jedoch nicht. Bei partiellen Entscheidungsverfahren ist Terminierung ja sogar die
verwendete Akzeptanzbedingung. Beachte auch, dass eine Aufzahl-TM dasselbe Wort
mehrfach aufzdhlen kann.

Bemerkung 15.2.

1) Entscheidbarkeit kann als Spezialfall der Berechenbarkeit totaler Funktionen gese-
hen werden: eine Sprache L ist entscheidbar g.d.w. ihre charakteristische Funktion,
also die totale Funktion x, definiert durch

a wenn w € L

€ sonst

Xe(w) = {

berechenbar ist.

2) Man sieht leicht: eine Sprache L ist partiell entscheidbar gdw. L der Definitions-
bereich einer einstelligen berechenbaren partiellen Funktion ist.
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3) Eine Sprache L ist partiell entscheidbar gdw. sie Turing-erkennbar ist:
e Turing-erkennbar = partiell entscheidbar

Wir kénnen mit Satz 11.6 0.B.d.A. annehmen, dass es eine DTM A gibt, die
L erkennt. Bei w ¢ L kann A in nicht-Endzustand halten, wohingegen ein
partielles Entscheidungsverfahren nicht terminieren darf.

Modifikation: wenn A bei w ¢ L in nicht-Endzustand anhélt, dann gehe in
Endlosschleife.

e partiell entscheidbar = Turing-erkennbarheidbar

Partielles Entscheidungsverfahren A fiir L kann bei w € L in beliebigem
Zustand anhalten, wohingegen es bei Turing-Erkennbarkeit ein Endzustand
sein muf.

Modifikation: wenn A bei w € L in nicht-Endzustand anhélt, dann wechsle

in einem Schritt in Endzustand (der keine Folgezusténde hat).

Es bestehen sehr enge Zusammenhénge zwischen den in Definition 15.1 eingefiihrten
Begriffen. So stellen sich rekursive Aufzdhlbarkeit und partielle Entscheidbarkeit als
dquivalent heraus und eine Sprache L ist entscheidbar gdw. L und das Komplement von
L partiell entscheidbar sind.

Satz 15.3
FEs sei L C >,
1) L ist rekursiv aufzdhlbar —gdw. L ist partiell entscheidbar.
2) Ist L entscheidbar, so auch partiell entscheidbar.
3) Ist L entscheidbar, so ist auch das Komplement L = ¥* \ L entscheidbar.
4) L ist entscheidbar gdw. L und L partiell entscheidbar sind.

Beweis.

1) ,,=" Essei L rekursiv aufzéhlbar und A eine Aufzdhl-DTM fiir L. Die Maschine
A’, die ein partielles Entscheidungsverfahren fiir L ist, arbeitet wie folgt:

e Sie speichert die Eingabe w auf zusétzliches Band
e Sie beginnt mit der Aufzdhlung von L.

e Bei jeder Ausgabekonfiguration iiberpriift sie, ob die entsprechende Aus-
gabe mit w tibereinstimmt. Wenn ja, so terminiert A’. Sonst sucht sie die
nachste Ausgabekonfiguration von A.

e Terminiert A, ohne dass w ausgegeben wurde, so gehe in Endlosschleife.

A’ terminiert daher genau dann nicht, wenn w nicht in der Aufzéhlung vor-
kommt.
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<" Es sei A ein partielles Entscheidungsverfahren fiir L und
¥ = {wl, Wao, W3, . . }

Die Maschine A’ arbeitet wie folgt:
1) Fiihre einen Schritt der Berechnung von A auf Eingabe w; aus

2) Fiihre zwei Schritt der Berechnung von A auf Eingaben w; und wy aus
n) Fiihre n Schritte der Berechnung von A auf Eingaben wy, ..., w, aus

Terminiert A fiir eine dieser Eingaben, so gebe diese Eingabe aus und mache
weiter.

Beachte:

Man kann nicht A zunéchst auf Eingabe w; zu Ende laufen lassen, da A auf
wy nicht terminieren muss.

2) Eine DTM A, die L entscheidet, wird wie folgt modifiziert:
e hilt A in nicht-akzeptierender Stoppkonfiguration, so gehe in Endlosschleife.
e keine Anderung, wenn A in akzeptierender Stoppkonfiguration stoppt.

3) Eine DTM A, die L berechnet, wird wie folgt zu einer DTM fiir L modifiziert:
e setze F'= @ \ F' (tausche Endzusténde und nicht-Endzusténde)

Diese Konstruktion liefert das gewiinschte Resultat, weil A deterministisch ist und
auf jeder Eingabe terminiert.

4) ,,=": Ergibt sich aus 2) und 3).
,<=" Sind L und L partiell entscheidbar, so mit 1) auch rekursiv aufzihlbar.

Fiir Eingabe w lisst man die Aufzihl-DTMs A und A’ fiir L und L parallel
laufen (d.h. jeweils abwechselnd ein Schritt von A auf einem Band gefolgt von
einem Schritt von A" auf dem anderen).

Die Eingabe w kommt in einer der beiden Aufzéhlungen vor:
weX*=LUL

Kommt w bei A vor, so erzeuge Ausgabe a, sonst Ausgabe ¢.
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16. Universelle Maschinen und unentscheidbare
Probleme

Wir beweisen das fundamentale Resultat, dass es Probleme gibt, die nicht entscheid-
bar sind. Ein wichtiges Hilfsmittel dabei ist eine wuniverselle Turingmaschine, die wie
ein Interpreter fiir Programmiersprachen funktioniert und damit jede Turingmaschinen
simulieren kann. Die universelle Maschine erhélt als Eingabe

e cine Beschreibung der zu simulierenden Turingmaschine A;
e das Eingabewort w, auf dem A simuliert werden soll.

Sie akzeptiert ihre Eingabe gdw. w von A akzeptiert wird. Wie jede andere Turingma-
schine bekommt auch die universelle TM ein Wort als Eingabe. Um Turingmaschinen
als Eingabe verwenden zu konnen, ist es also wichtig, diese als Worter zu kodieren.

Konventionen:

o Arbeitsalphabete der betrachteten Turingmaschinen sind endliche Teilmengen von
{ag, a1, as, ...}, wobei wir der Lesbarkeit halber an Stelle von @y meist a schreiben,
an Stelle von a; schreiben wir b, und an Stelle von ay schreiben wir A.

o Zustandsmengen sind endliche Teilmengen von {qo, q1, qo, . . .}, wobei qo stets der
Anfangszustand ist.

Definition 16.1 (Kodierung einer Turingmaschine)

Essei A= (Q,%, T, ¢, A, F) eine Turingmaschine, die 0.B.d.A. die obigen Konventionen
erfiillt.

1) Eine Transition
l
t= <Qi7aj7aj’7 r 7Qi’)
n

wird kodiert durch
a

code(t) = a’ba’ba’’ b aa ba' bb.
aaa

2) Besteht A aus den Transitionen ti,...,t; und ist F = {q;,,...,q,}, so wird A
kodiert durch

code(A) = code(t;) . ..code(t;)ba"b. .. ba'" bbb.

Beachte, dass die einzelnen Transitionen durch bb getrennt sind, die Kodierung der Uber-
gangsrelation durch bbb abgeschlossen wird und die Gesamtkodierung der TM durch den
zweiten Block bbb gekennzeichnet ist.
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Bemerkung 16.2.

1) Wir werden als Eingabe fiir die universelle TM Worter der Form 2 = code(A)w mit w €
¥* verwenden; die Eingabe w fiir A findet man leicht nach dem zweiten Block bbb.

2) Es gibt eine DTM Acopg, welche die Sprache
CODE = {code(A) | A ist DTM iiber ¥}

entscheidet, denn:

e Uberpriife bei Eingabe w zunichst, ob w eine Turingmaschine kodiert (d.h.
eine Folge von Transitionskodierungen gefolgt von einer Endzustandsmengen-
kodierung ist).

e Uberpriife dann, ob die kodierte Turingmaschine deterministisch ist (bei jeder
Transition wird nachgeschaut, ob es eine andere mit demselben Anfangsteil
gibt).

Die pure Existenz einer Kodierung von Turingmaschinen als Worter ist bereits eine in-
teressante Tatsache. Man erhélt beispielsweise unmittelbar, dass es nur abzéhlbar viele
Turingmaschinen gibt. Analog zu Cantors Beweis, dass es iberabzihlbar viele reelle Zah-
len gibt, kann man beweisen, dass es iiberabzdahlbar viele verschiedene Sprachen gibt.
Hieraus folgt natiirlich sofort die Existenz unentscheidbarer Sprachen. Wir wollen im
folgenden aber einen konstruktiveren Beweis fiithren, der sich zudem auf eine Sprache
bezieht, die zwar unentscheidbar, aber trotzdem noch partiell entscheidbar ist. Wir kon-
struieren dazu zundchst wie angekiindigt eine universelle Turingmaschine.

Satz 16.3 (Turing)

Es gibt eine universelle DTM U diber 3, d.h. eine DTM mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir alle DTM A und alle w € ¥X* gilt:

U akzeptiert code(A)w gdw. A akzeptiert w.

Es ist also U ein ,/ Turing-Interpreter fiir Turingmaschinen®.

Beweis. U fithrt bei Eingabe code(A)w die A-Berechnung
kobakibg...
in kodierter Form aus, d.h. U erzeugt sukzessive Bandbeschriftungen
code(A)code(ky), code(A)code(k), code(A)code(ks), ...
Wir brauchen also noch eine Kodierung von Konfigurationen als Warter:
code(a, . ..a;qja;,, ... a;) = a'b...a"ba’bba b . .. a'"b

Beachte, dass die Kopfposition durch bb gekennzeichnet ist.
Arbeitsweise von U bei Eingabe code(A)w:
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e Erzeuge aus code(A)w die Kodierung der Anfangskonfiguration

code(A)code(\liu/).
ko

e Simuliere die Schritte von A, ausgehend vom jeweiligen Konfigurationskode
...ba’bba'b . .. (Zustand g;, gelesenes Symbol a;).

— Suche eine Transitionskodierung code(t), die mit a’ba’ beginnt.
— Falls es so eine gibt, Anderungen der Konfigurationskodierung entsprechend .

— Sonst geht U in Stoppzustand. Dieser ist akzeptierend gdw. a/ in der
Kodierung der Endzustandsmenge vorkommt.

Es ist nicht schwer, das im Detail auszuarbeiten. Beachte allerdings, dass jede die-
ser Aufgaben viele Einzelschritte erfordert. Um z.B. ein code(?) zu finden, das mit
a’ba’ beginnt, muss man die aktuelle Konfiguration sukzessive mit jeder Transi-
tionskodierung vergleichen. Jeder einzelne solche Vergleich erfordert wiederholtes
hin- und herlaufen zwischen der aktuellen Konfiguration und dem gerade betrach-
teten code(t) (Vergleich Symbol fiir Symbol).

0

Wir fithren nun den angekiindigten Unentscheidbarkeitsbeweis.

Satz 16.4
Die Sprache

UNIV ={code(A)w € ¥* | A ist DTM diber ¥, die w akzeptiert}

st partiell entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis.

1) Bei Eingabe = geht die DTM, welche ein partielles Entscheidungsverfahren fiir
UNI1V ist, wie folgt vor:

e Teste, ob x von der Form x = z;w ist mit

1 € CODE und w € X*.

e Wenn nein, gehe in Endlosschleife.

e Andernfalls wende U auf z an. Wenn U in akzeptierender Stoppkonfiguration
anhélt, stoppe. Wenn U in nicht akzeptierender Stoppkonfiguration anhalt,
gehe in Endlosschleife.
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2) Angenommen, UNIV ist rekursiv. Dann ist auch UNITV = ¥* \ UNIV rekursiv
und es gibt eine DTM Ay, die UNIV entscheidet.

Wir betrachten nun die Sprache
D = {code(.A) | code(A)code(A) ¢ UNIV'}

d.h. die Maschine A akzeptiert ihre eigene Kodierung nicht).
Diese Sprache kann leicht mit Hilfe von Ay entschieden werden:
e Bei Eingabe x dupliziert man = und
e startet dann Ay mit Eingabe zx.

Es sei Ap die DTM, die D entscheidet. Es gilt nun (fir A = Ap):

Ap akzeptiert code(Ap) gdw. code(Ap) € D (denn L(Ap) = D)
gdw. code(Ap)code(Ap) ¢ UNIV (nach Def. D)
gdw. Ap akzeptiert code(Ap) nicht. (nach Def. UNIV')

Widerspruch. O

Die in Teil 2 des Beweises verwendete Vorgehensweise nennt man Diagonalisierung. Es
gibt zwei Dimensionen

e Turingmaschinen
e Eingabe der TM,

und die Sprache D entspricht der Diagonalen: TM wird als Eingabe ihre eigene Kodierung
gegeben.

Ein anderes bekanntes Beispiel fiir ein Diagonalisierungsargument ist Cantors Beweis
fiir die Uberabzahlbarkeit von R, siehe Mathe 1. Auch im Beweis von Satz 13.19 haben
wir ein Diagonalisierungsargument benutzt.

Wir wenden im folgenden Einschub Diagonalisierung an, um zu zeigen, dass es nicht-
kontextsensitive Typ-0-Sprachen gibt.

Satz 16.5
L1 C L.

Beweis. Es sei

o Gy, G, ... eine effektive (d.h. mit TM machbare) Aufzéhlung aller kontextsensiti-
ven Grammatiken mit Terminalalphabet ¥ = {a, b}

e und wy, wy, ... eine effektive Aufzédhlung aller Worter iiber X.

Wir definieren nun L C {a,b}* als

L=A{w;|i>0Aw; ¢ L(G;)} (Diagonalisierung!).
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e [ ist Turing-erkennbar und damit aus £y. In der Tat ist L sogar entscheidbar: bei
Eingabe w kann eine DTM

— durch Aufzahlen der wg, wr, ... den Index ¢ mit w = w; bestimmen
— durch Aufzdhlen der Gy, G, ... dann auch die Grammatik G; konstruieren

— dann das Wortproblem fiir w; € L(G;) fiir Typ 1-Sprachen entscheiden (siche
Satz 12.7)

e [ ist nicht kontextsensitiv. Anderenfalls gibe es einen Index k mit L = L(Gy).
Nun ist aber

gdw. wy ¢ L(Gy) (nach Def. L)

Widerspruch.
O

Aus der Unentscheidbarkeit von UNIV kann man weitere wichtige Unentscheidbar-
keitsresultate herleiten. UN IV ist offensichtlich nichts anderes als das Wortproblem fiir
DTMs, kodiert als Turingmaschine. Es folgt daher sofort das folgende Theorem.

Satz 16.6

Das Wortproblem fiir DTM ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Berechnungsverfahren,
das zu jeder gegebenen DTM A und jedem FEingabewort w entscheidet, ob A das Wort
w akzeptiert.

Eine Variante ist das Wortproblem fiir Typ 0-Grammatiken, d.h. die Frage, ob fiir eine
gegebene Typ 0-Grammatik G und ein gegebenes Wort w gilt, dass w € L(G). Wire
diese Variante entscheidbar, so wire auch das Wortproblem fiir DTMs entscheidbar, was
ja nach Satz 16.6 nicht der Fall ist: gegeben eine D'TM A und ein Eingabewort w kdnnte
man zunéchst A in eine dquivalente Typ 0-Grammatik G wandeln (wie im Beweis von
Satz 12.1) und dann entscheiden, ob w € L(G). Beachte, dass die Ubersetzung im Beweis
von Satz 12.1 effektiv ist, also mit TMs implementierbar. Auch das Wortproblem fiir Typ
0-Grammatiken ist also unentscheidbar.

Satz 16.7

Das Halteproblem fiir D'TM ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Berechnungsverfahren,
das zu jeder gegebenen DTM A entscheidet, ob A beginnend mit leerem Eingabeband
terminiert.

Beweis. Wir zeigen: ware das Halteproblem entscheidbar, so auch das Wortproblem. Das
ist aber nicht der Fall.

Um von einer gegebenen DTM A und einem gegebenem Wort w zu entscheiden, ob
w € L(A), konnte man dann nédmlich wie folgt vorgehen:
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Modifiziere A zu einer TM A:
e A schreibt zuniichst w auf das Band.
e Danach verhilt sich A wie A.

e Stoppt A mit akzeplierender Stoppkonfiguration, so stoppt auch A.
Stoppt A mit nichtakzeptierender Stoppkonfiguration, so geht A in Endlosschleife.

Damit gilt:
A akzeptiert w gdw. A hilt mit leerem Eingabeband.

Mit dem Entscheidungsverfahren fiir das Halteproblem, angewandt auf A, konnte man
also das Wortproblem ,jist w in L(A)“ entscheiden. O

Satz 16.8

Das Leerheitsproblem fiir DTM ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Berechnungsverfah-
ren, das bei gegebener DTM A entscheidet, ob L(A) = ().

Beweis. Da das Halteproblem unentscheidbar ist, ist mit Satz 15.3 auch dessen Kom-
plement unentscheidbar. Ware aber das Leerheitsproblem entscheidbar, so auch das
Komplement des Halteproblems.

Um bei gegebener DTM A zu entscheiden, ob A auf leerer Eingabe nicht hilt, konstruiert
man die DTM A wie folgt:

e A léscht seine Eingabe.
e Danach verhilt sich A wie A.
e Stoppt die Berechnung, so geht A in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

~

Offenbar halt A auf nicht dem leeren Eingabeband gdw. L(A) = 0. O

Man kann aus Satz 16.8 leicht folgern, dass auch das Leerheitsproblem fiir Typ 0-
Grammatiken unentscheidbar ist, siehe die Bemerkung nach Satz 16.6.

Satz 16.9
Das Aquivalenzproblem fiir DTM ist unentscheidbar.

Beweis. Offenbar kann man leicht eine DTM A konstruieren mit L(fl) = 0.

Wire das Aquivalenzproblem

entscheidbar, so konnte man durch den Test
L(A) = L(A)?

das Leerheitsproblem fiir A entscheiden. O
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Auch hier folgt wieder, dass das korrespondierende Aquivalenzproblem fiir Typ 0-Gram-
matiken unentscheidbar ist. An dieser Stelle, wo wir die Existenz unentscheidbarer aber
dennoch partiell entscheidbarer Probleme bewiesen haben, kommen wir kurz auf die
Abschlufseigenschaften von Typ 0-Sprachen zuriick. Es stellt sich heraus, dass diese nicht
unter Komplement abgeschlossen sind. Dies ist eine fundamentale Beobachtung aus aus
der Sicht der Theorie der Berechenbarkeit.

Satz 16.10

Ly ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Bewers. Wir wissen von der in Satz 16.4 eingefiihrten Sprache UNIV:
e UNIV ist partiell entscheidbar, d.h. gehort zu L.
e UNIV ist nicht entscheidbar.

Das Komplement UN IV gehort aber nicht zu Ly: andernfalls wire UN IV ja auch partiell
entscheidbar und mit Satz 15.3 (Teil 4) wiirde folgen, dass UNIV entscheidbar ist. O

Das in den Beweisen der Satze 16.6 bis 16.9 gewéhlte Vorgehen nennt man Reduktion:

e Das Losen eines Problems P; (z.B. Halteproblem) wird auf das Losen eines Problem
P, (z.B. Aquivalenzproblem) reduziert.

e Wire daher P, entscheidbar, so auch P;.

e Weiss man bereits, dass P, unentscheidbar ist, so folgt daher, dass auch P, unent-
scheidbar ist.

Reduktionen sind ein sehr wichtiges Hilfsmittel, um die Unentscheidbarkeit von Pro-
blemen nachzuweisen. In der Tat wird dieser Ansatz wesentlich haufiger verwendet als
Diagonalisierung (die aber trotzdem unverzichtbar ist, um sich erstmal ein originéres
unentscheidbares Problem zu schaffen, dass man dann reduzieren kann). Formal lassen
sich Reduktionen wie folgt definieren.

Definition 16.11 (Reduktion)
1) Eine Reduktion von Ly C ¥* auf Ly C X* ist eine berechenbare Funktion
f:3% — X7,

fiir die gilt:
w € L1 gd_W f(w) € LQ.

2) Wir schreiben
Ly < Ly (Ly ist auf Ly reduzierbar),

falls es eine Reduktion von L; nach L, gibt.
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Lemma 16.12

1) Ly < Ly und Ly entscheidbar = Ly entscheidbar.
2) Ly < Ly und Ly unentscheidbar = Lo unentscheidbar.

Beweis.
1) Um ,w € L;* zu entscheiden,
e berechnet man f(w) und
e entscheidet ,.f(w) € Ly*.
2) Folgt unmittelbar aus 1). O

Wir werden im folgenden noch einige Beispiele fiir Reduktionen sehen. Zunéchst zeigen
wir mit Hilfe einer Reduktion des Halteproblems folgendes sehr starke Resultat:

Jede nichttriviale semantische Eigenschaft von Programmen (DTM) ist unentscheidbar.

o Semantisch heiflt hier: Die Eigenschaft héngt nicht von der syntaktischen Form
des Programms (der DTM), sondern nur von der erkannten Sprache ab.

e Nichttrivial: Es gibt Turing-erkennbare Funktionen, die die Eigenschaft erfiillen,
aber nicht alle Turing-erkennbaren Funktionen erfiillen sie.

Zum Beispiel ist das Anhalten auf dem leeren Wort eine semantische und nichttriviale
Eigenschaft. Also ist die Unentscheidbarkeit des Halteproblems eine konkrete Instanz des
hier bewiesenen, sehr allgemeinen Resultates. Da nach der Church-Turing-These DTMs
dquivalent zu jedem anderen Berechnungsmodell sind, kann man diese Aussage intuitiv
so verstehen, dass alle interessanten Eigenschaften, die das Verhalten von Programmen
betreffen, unentscheidbar sind. Man kann beispielsweise kein Programm schreiben, dass
ein Programm als Eingabe erhélt und entscheidet, ob dieses terminiert oder sich in einer
Endlosschleife verfangt. Dies hat weitreichende Konsequenzen im Gebiet der Programm-
verifikation, wo man Programme automatisch auf ihre Korrektheit priifen mochte.

Ein Beispiel fiir eine nicht semantische Eigenschaft ist zum Beispiel: die DTM macht
auf dem leeren Wort mehr als 100 Schritte.

Wir setzen im folgenden semantische Eigenschaften von DTMs mit Eigenschaften der
von ihnen erkannten Sprachen gleich: eine Figenschaft Turing-erkennbarer Sprachen ist
eine Menge

E C{L C ¥ | L ist Turing-erkennbar}.

Es folgt das angekiindigte Resultat.

Satz 16.13 (Satz von Rice)

Es sei E eine Eigenschaft Turing-erkennbarer Sprachen, so dass gilt:

0 C EC{LCX"|List Turing-erkennbar}.
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Dann ist die Sprache
L(E) := {code(A) | A DTM mit L(A) € E}
unentscheidbar.

Beweis. Sei E wie in Satz 16.13. Angenommen, L(FE) ist entscheidbar.

Wir zeigen, dass man dann auch ein Entscheidungsverfahren fiir das Halteproblem erhalt,
im Widerspruch zu Satz 16.7.

Das Ziel ist es, zu einer gegebenen DTM A eine DTM A zu konstruieren, so dass

-~

A hélt auf der leeren Eingabe gdw. L(A) € E,
denn dann konnte man ein Entscheidungsverfahren fiir L(E) verwenden, um zu entschei-
den, ob A auf der leeren Eingabe hilt.
Zur Konstruktion von A verwenden wir

(a) eine Sprache Lg € E und eine dazugehdrige DTM Ag mit L(Ag) = Lg (so eine
Sprache und DTM existieren, da E nichttrivial)

(b) die Annahme, dass die leere Sprache E nicht erfiillt (dazu spéter mehr).
Konstruiere nun zu gegebener DTM A die DTM A wie folgt:
o A speichert zunéchst die Eingabe w

e danach 15scht A das Eingabeband und verhélt sich genau wie A (auf der leeren
Eingabe)

e wenn A terminiert, so wird die urspriingliche Eingabe w auf dem Eingabeband
wiederhergestellt; dann verhélt sich A wie die Maschine Ag.

Man sieht leicht, dass A sich wie gewliinscht verhélt:

1. wenn A auf ¢ anhélt, dann erkennt A die Sprache Lg, also L(fl) e E;

2. wenn A auf ¢ nicht anhélt, dann erkennt A die leere Sprache, also L(A) ¢ E.
Wir gehen nun noch kurz auf die obige Annahme (b) ein. Wenn die leere Sprache E
erfiillt, dann betrachten wir stattdessen die Komplementéareigenschaft

E ={L C ¥*| L ist Turing-erkennbar} \ F

Diese wird dann nicht von der leeren Sprache erfiillt und wir kénnen wie oben zeigen, dass

L(FE) unentscheidbar. Unentscheidbarkeit von L(F) folgt dann mit Teil 3 von Satz 15.3
und der Beobachtung, dass

L(E) = L(E) N CODE.
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17. Weitere unentscheidbare Probleme

Die bisher als unentscheidbar nachgewiesenen Probleme beziehen sich allesamt auf (se-
mantische) Eigenschaften von Turingmaschinen bzw. von Programmen. Derartige Pro-
bleme spielen im Gebiet die automatischen Programmverifikation eine wichtige Rolle.
Es gibt aber auch eine grofe Zahl von unentscheidbaren Problemen, die (direkt) nichts
mit Programmen zu tun haben. In diesem Abschnitt betrachten wir einige ausgewéahlte
Probleme dieser Art.

Das folgende von Emil Post definierte Problem ist sehr niitzlich, um mittels Reduktion
Unentscheidbarkeit zu zeigen.

Definition 17.1 (Postsches Korrespondenzproblem)

Eine Instanz des Postschen Korrespondenzproblems (PKP) ist gegeben durch eine end-
liche Folge

P=(z1,y1), - (T yr)
von Wortpaaren mit x;,y; € X7, fiir ein endliches Alphabet X.
Eine Liosung des Problems ist eine Indezfolge iy, ..., 4, mit
e m >0 und
o i; € {l,... k},

so dass gilt: x;, - 2, =i, - Yi,, -

Beispiel:
1) P, = (a,aaa), (abaa, ab), (aab,b)
hat z.B. die Folgen 2, 1 und 1, 3 als Lésungen

abaala alaab
ablaaa aaalb
und damit auch 2, 1, 1, 3 sowie 2, 1,2, 1,2, 1, ...
2) P, = (ab,aba), (baa, aa), (aba, baa)
hat keine Losung: jede Losung miisste mit dem Index 1 beginnen, da in allen
anderen Paaren das erste Symbol von z; and y; verschieden ist. Danach kann man
nur mit dem Index 3 weitermachen (beliebig oft). Dabei bleibt die Konkatenation
Yi, -+ Vi, stets langer als die Konkatenation x;, - --x;, .
Um die Unentscheidbarkeit des PKP zu zeigen, fithren wir zunéchst ein Zwischenproblem
ein, das modifizierte PKP (MPKP):

Hier muss fiir die Losung zusétzlich 7y = 1 gelten, d.h. das Wortpaar, mit dem man
beginnen muss, ist festgelegt.

Lemma 17.2
Das MPKP kann auf das PKP reduziert werden.
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Beweis. Es sei P = (x1,41), ..., (2, yx) eine Instanz des MPKP iiber dem Alphabet X.
Es seien #,$ Symbole, die nicht in ¥ vorkommen.

Wir definieren die Instanz f(P) des PKP iiber 3 = X U {#, $} wie folgt:

f(P) = ("L‘z)a y(,))a (xlla yi)v R (l’;ﬁ yllc)7 ($;c+17 yl,c—i—l)a
wobei gilt:

o Fiir 1 < <k entsteht x} aus z;, indem man hinter jedem Symbol ein # einfiigt.
Ist z.B. x; = abb, so ist x, = a#b#b#.

e Fiir 1 < <k entsteht y, aus y;, indem man vor jedem Symbol ein # einfiigt.
o 1 = #a) und y} :=y|
o x) =% und y, 4 = #3

Offenbar ist f berechenbar, und man kann leicht zeigen, dass gilt:

,Das MPKP P hat eine Losung.“ gdw. ,Das PKP f(P) hat eine Losung.” O

Beispiel:
P = (a,aba), (bab, b) ist als MPKP lésbar mit Losung 1, 2. Die Sequenz 2,1 liefert zwar
identische Konkatenationen, ist aber im PKP nicht zuldssig. Die Konstruktion liefert:

(0, Yo) (=1, 91) (9, 95) (25, 45)
f(P) = (#a#, #a#tatta), (a#, #attasta), (aftattb#, #), (3, #9)
Die Losung 1, 2 von P liefert die Losung 0, 2, 3 von f(P):
o abskatbit|s
#a# bita| 0| #3
Die Sequenz 2,1 liefert keine Losung von f(P): wegen der Verwendung des #-Symbols

muss jede Losung von f(P) mit Index 0 anfangen. Dies entspricht wie gewiinscht Losun-
gen von P, die mit Index 1 beginnen.

Ware daher das PKP entscheidbar, so auch das MPKP. Um die Unentscheidbarkeit des
PKP zu zeigen, geniigt es also zu zeigen, dass das MPKP unentscheidbar ist.

Lemma 17.3
Das Halteproblem kann auf das MPKP reduziert werden.

Beweis. Gegeben sei eine DTM A = (Q, %, T, g0, A, F') und ein Eingabewort w € >*.

Wir miissen zeigen, wie man A, w effektiv in eine Instanz f(A, w) des MPKP tiberfithren
kann, so dass gilt:

A hélt auf Eingabe w gdw. f(A,w) hat eine Losung,.

Wir verwenden fiir das MPKP f(A, w) das Alphabet ['U Q U {#} mit # ¢ ' U Q. Das
MPKP f(.A, w) besteht aus den folgenden Wortpaaren:
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1) Anfangsregel:
(#7 #QOM#)

2) Kopierregeln:
(a, a) fir alle a € I' U {#}

3) Ubergangsregeln:

(qa, ¢'d’) falls (¢,a,d’,n,q') € A
(qa, d'q') falls (¢,a,d’,7,¢") € A
(bga, ¢'ba’) falls (¢,a,d’,1,¢') € Aund beT

(#qa, #q}ﬁa) falls (q,a,d’,1,q) € A

(q¢#, d'a'#) falls (q, b,a',n,q) GA
(q¢#, d'q'#) falls (q, b,a’,r.¢) €
(bg#, q'bd'#) falls (q, b,d,1,q") €
(#a#, #qbd'#) falls (¢, b,d',1.¢) €

4) Loschregeln:
(aq,q) und (qa, q) fiir alle a € I und ¢ € @) Stoppzustand

(O.B.d.A. hénge in A das Stoppen nur vom erreichten Zustand, aber nicht vom
gerade gelesenen Bandsymbol ab; ein Stoppzustand ist dann ein Zustand ¢, so dass
die TM in ¢ bei jedem gelesenen Symbol anhélt.)

5) Abschlussregel:

(q##, #) fiir alle ¢ € Q mit ¢ Stoppzustand

Falls A bei Eingabe w hélt, so gibt es eine Berechnung
kobakibag. ..k

mit ky = gow und k; = uqu mit ¢ Endzustand.

Daraus kann man eine Losung des MPKP bauen. Zunéchst erzeugt man

Hhotki#ko# - . . #
H#Fhottki#kaF# . . Fh#
e Dabei beginnt man mit (#, #ko#).

— Durch Kopierregeln erzeugt man die Teile von kg und kq, die sich nicht un-
terscheiden.

— Der Teil, der sich unterscheidet, wird durch die entsprechende Ubergangsregel
realisiert.
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z.B. (¢,a,d',r,¢') € A und kg = pqabp
##|alq alblbl7#
#aqabbgtlala, q|b]b]#

Man erhélt so:

kot
ko k17F

e Nun macht man dies so weiter, bis die Stoppkonfiguration k; mit Stoppzustand
q erreicht ist. Durch Verwenden von Loschregeln und Kopierregeln loscht man
nacheinander die dem Stoppzustand benachbarten Symbole von k;, z.B.:

... #aq| b|#|q b|#
. Faqb #|G|b|#|q|#

e Danach wendet man die Abschlussregel an:

- T #
KLk

Umgekehrt zeigt man leicht, dass jede Losung des MPKP einer haltenden Folge von
Konfigurationsiibergéngen entspricht, welche mit ky beginnt:

e Man muss mit kg beginnen, da wir das MPKP betrachten.

e Durch Kopier- und Ubergangsregeln kann man die erzeugten Worter offensichtlich
nicht gleich lang machen.

e Daher muss ein Stoppzustand erreicht werden, damit Losch- und Abschlussregeln
eingesetzt werden konnen.

O

Da das Halteproblem unentscheidbar ist, folgt die Unentscheidbarkeit des MPKP und
damit (wegen Lemma 17.2) die Unentscheidbarkeit des PKP.

Satz 17.4
Das PKP ist unentscheidbar.

Wir verwenden dieses Resultat, um Unentscheidbarkeit von Problemen fiir kontextfreie
und kontextsensitive Sprachen nachzuweisen. Wir zeigen zunéchst:

Lemma 17.5

Das Schnitt-Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist unentscheidbar, d.h. ge-
geben zwei kontextfreie Grammatiken Gy, Gy ist nicht entscheidbar, ob gilt:

L(Gl) N L(GQ) = (Z)
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Beweis. Wir reduzieren das PKP auf das Komplement des Schnitt-Leerheitsproblems,
d.h. wir zeigen:

Zu jeder Instanz P des PKP kann man effektiv kontextfreie Grammatiken Gg),Gg)
konstruieren, so dass gilt:
P hat Losung  gdw. L(Gﬁ?) N L(Gg)) # 0.

Da das PKP unentscheidbar ist und ein Problem entscheidbar ist gdw. sein Komplement
entscheidbar ist, folgt die Aussage des Lemmas.
Es sei P = (x1,11), ..., (zk, yx). Wir definieren Ggi) = (N, %y, B, S;) mit

o Ny ={51},

o ¥ =XU{l,...,k} und

Gg) wird entsprechend definiert. Es gilt:
L(GY) = (@i, - @yim iy | m > 15 € {1,..., k})

LGy ={yi, . wiim.. iy | m>1,4;€{1,... k}}

Daraus folgt nun unmittelbar:

LGN LGY) #0
gd_W dm Z 1 El’il,...7’im € {1,,]€} Ty l’lmlm’ll = Yi, ylmlm’ll
gdw. P hat Losung. O

Beachte, dass man das Schnitt-Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach
auf das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen reduzieren kann, denn die kontext-
freien Sprachen sind nicht unter Schnitt abgeschlossen.

Wir wissen jedoch bereits, dass jede kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist und
dass die kontextsensitiven Sprachen unter Schnitt abgeschlossen sind (Satz 12.6). Daraus
folgt der folgende Satz.

Satz 17.6

Fiir konteatsensitive Grammatiken sind das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem
unentscheidbar.

Beweis. Beachte:

Es existiert eine einfache Reduktion des Schnitt-Leerheitsproblems kontextfreier Spra-
chen auf das Leerheitsproblem kontextsensitiver Sprachen: gegeben kontextfreie Gram-
matiken G und Gy, konstruiere kontextsensitive Grammatik G mit L(G) = L(G1) N
L(G3) (zum Beispiel mittels Umweg iiber linear beschrénkte Automaten), entscheide
dann ob L(G) = 0.
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Das Leerheitsproblem ist ein Spezialfall des Aquivalenzproblems, da
L(G) =10 gdw. L(G)= L(Gy) (Gy: kontextsensitive Grammatik mit L(Gy) = 0).
O

Zur Erinnerung: im Gegensatz zum Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen hat-
ten wir gezeigt, dass das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar ist.
Das Aquivalenzproblem ist allerdings bereits fiir kontextfreie Sprachen unentscheid-
bar. Die hier gezeigten Unentscheidbarkeitsresultate gelten natiirlich auch fiir linear
beschrankte Automaten bzw. Kellerautomaten, da man Grammatiken effektiv in das
entsprechende Automatenmodell iibersetzen kann (und umgekehrt).

Satz 17.7

Fiir konteatfreie Grammatiken ist das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis.

1. Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Sprachen L(Gg)) und L(Gg)) aus dem
Beweis von Lemma 17.5 durch deterministische Kellerautomaten akzeptiert werden
kénnen.

2. Die von deterministischen Kellerautomaten akzeptierten kontextfreien Sprachen
sind (im Unterschied zu den kontextfreien Sprachen selbst) unter Komplement
abgeschlossen.

D.h. es gibt auch einen (effektiv berechenbaren) deterministischen Kellerautomaten
und damit eine kontextfreie Grammatik fiir

L(GY)
(siche z.B. [Wege93|, Satz 8.1.3).

3. Es sei G die kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(Gg?). Nun gilt:

LIGY)NLGY) =0 gdw. L(GY)) C L(G)
adw. L(GF) U L(G) = L(G)
gdw. L(Gu) = L(G),
wobei G, die effektiv konstruierbare kontextfreie Grammatik fiir L(Gg)) U L(G)
ist.

4. Wire also das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar, so
auch

LGN LGY) #0
und damit das PKP.
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V. Komplexitat

Einfliilhrung

In der Praxis geniigt es nicht zu wissen, dass eine Funktion berechenbar ist. Man inter-
essiert sich auch dafiir, wie grof der Aufwand zur Berechnung ist. Aufwand bezieht sich
hierbei auf den Ressourcenverbrauch, wobei folgende Ressourcen die wichtigste Rolle
spielen:

Rechenzeit
(bei TM: Anzahl der Uberginge bis zum Halten)

Speicherplatz
(bei TM: Anzahl der benutzten Felder)

Beides soll abgeschétzt werden als Funktion in der Grofle der Fingabe. Dem liegt ei-
nerseits die Idee zugrunde, dass mit grofseren Eingaben iiblicherweise auch der Ressour-
cenbedarf zum Verarbeiten der Eingabe wéchst. Andererseits wird aber von konkreten
Eingaben abstrahiert und nur deren Grofse betrachtet: es ist durchaus vorstellbar, dass
der Ressourcenverbrauch auf verschiedenen Eingaben derselben Grofe stark variiert.
Man interessiert sich dann fiir den maximalen Ressourcenbedarf unter allen Eingaben
derselben Grofse.

Es ist wichtig, sauber zwischen folgenden Fragestellungen zu entscheiden:

Komplexitit eines konkreten Algorithmus/Programmes. Wieviel Ressourcen verbaucht
dieser Algorithmus? Derartige Fragestellungen gehoren in die praktische Informatik und
zum Gebiet der Algorithmentheorie und werden hier nicht primér betrachtet.

Komplexitit eines Entscheidungsproblems: Wieviel Aufwand bendtigt der ,beste” Algo-
rithmus, der ein gegebenes Problem 16st? Dies ist die Fragestellung, mit der sich die
Komplexitétstheorie beschéaftigt. Wir setzen dabei wieder ,,Algorithmus” mit Turingma-
schine gleich.

Die Komplexitatstheorie liefert aufterst wichtige Anhaltspunkte dafiir, welche Probleme
effizient l6sbar sind und welche nicht. Wir betrachten die klassische Komplexitétstheorie,
die sich immer am ,schlimmsten Fall (worst case)* orientiert, also an Eingaben mit
maximalem Ressourcenbedarf. Dies ist in manchen praktischen Anwendungen realistisch,
fiir andere aber deutlich zu pessimistisch, da dort der schlimmste Fall selten oder niemals
vorkommt.
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18. Komplexitatsklassen

Ene Komplexitatsklasse ist eine Klasse von Entscheidungsproblemen, die mit einer be-
stimmten ,Menge* einer Ressource gelost werden konnen. Wir fithren zunéchst ein all-
gemeines Schema zur Definition von Komplezititsklassen ein und fixieren dann eini-
ge fundamentale Zeit- und Platzkomplexitdtsklassen. Im Gegensatz zur Berechenbarkeit
ist es in der Komplexitdtstheorie sehr wichtig, zwischen deterministischen und nicht-
deterministischen Turingmaschinen zu unterscheiden.

Zunachst fithren wir formal ein, was es heifit, dass der Aufwand durch eine Funktion der
Grofse der Eingabe beschrdankt ist.

Definition 18.1 (f(n)-zeitbeschrinkt, f(n)-platzbeschrinkt)
Es sei f: N — N eine Funktion und A eine DTM iiber .

1) A heikt f(n)-zeitbeschrinkt, falls fiir alle w € ¥* die Maschine A bei Eingabe w
nach < f(Jw|) Schritten anhélt.

2) A heifst f(n)-platzbeschrankt, falls fiir alle w € ¥* die Maschine A bei Eingabe w
< {(|w|) viele Felder des Bandes benutzt.

Auf NTM kann man die Definition dadurch iibertragen, dass die Aufwandsbeschrankung
fiir alle bei der gegebenen Eingabe mdglichen Berechnungen zutreffen muss. Beachte dass
eine f(n)-zeitbeschriankte TM auf jeder Eingabe terminiert; fiir eine f(n)-zeitbeschréinkte
TM mufs das nicht unbedingt der Fall sein.

Definition 18.2 (Komplexitétsklassen)

DTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschriankte DTM A mit L(A) = L}
NTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschrankte NTM A mit L(A) = L}
DSPACE(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-platzbeschrinkte DTM A mit L(A) = L}
NSPACE(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-platzbeschriankte NTM A mit L(A) = L}

Im folgenden Beobachten wir einige elementare Zusammenhénge zwischen Komplexi-
tatsklassen.

Satz 18.3
1) DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) € NSPACE (f(n))
2) DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))

3) NSPACE(£(n)) C DTIME(20(0))

Beweis. Teile 1) und 2) folgen unmittelbar daraus, dass man in k& Schritten hochstens k
Felder benutzen kann und jede DTM auch eine NTM ist.
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Im folgenden skizzieren wir den Beweis von Teil 3). Sei L € NSPACE(f(n)). Dann gibt
es eine f(n)-platzbeschrankte NTM A mit L(A) = L. Mittels der Konstruktion aus
dem Beweis von Satz 11.6 konnten wir A in eine DTM A" wandeln, so dass L(A) =
L(A"). Allerdings terminiert A’ nicht auf jeder Eingabe und ist daher nicht 2°(()-
zeitbeschrankt. Wir brauchen also eine bessere Konstruktion.

Wir stellen dazu die Berechnungen von A auf Eingaben w der Lange n als gerichteten
Graphen dar, den sogenannten Konfigurationsgraph G a, = (Van, Ean), wobei

o V,, die Menge der Konfigurationen von A mit Lange hochstens f(n) ist und

o F 4, diejenigen Kanten (k, k') enthélt, so dass &’ von k in einem Berechnungsschritt
erreicht werden kann.

Es ist nun offensichtlich, dass w von A akzeptiert wird gdw. in G4, vom Knoten gyw
aus eine akzeptierende Stoppkonfiguration erreichbar ist (wenn also ein Pfad von A zu
einer solchen Konfiguration existiert).

Eine terminierende DTM A’ mit L(A’) = L(A) kann also wie folgt vorgehen:
e Bei Eingabe w der Lénge n, konstruiere Konfigurationsgraph G 4,
e iiberpriife, ob von gyw aus eine akzeptierende Stoppkonfiguration erreichbar ist.

Wir analysieren nun den Zeitbedarf von A’. Zunéchst schéitzen wir die Grofe von G 4,,.
Die Anzahl der Konfigurationen von A der Linge < f(n) ist beschrénkt durch

akonf 4(n) := |Q| - f(n) - |T '™

wobei |@| die Anzahl der méglichen Zusténde beschreibt, f(n) die Anzahl der moglichen
Kopfpositionen und |I'|™ die Anzahl der moglichen Beschriftungen von Bindern der
Lange f(n).

Man sieht nun leicht, dass [V4,,| = akonf4(n) € 2°¢™) (beachte, dass |Q| und |T'| Kon-
stanten sind, da sie nicht von der Eingabe abhiingen) und damit auch |FE4,| € 2°9¢™).
Zudem ist es fiir eine DTM einfach, den Graph G4, in Zeit 2°™) zu konstruieren.
Es miissen danach noch < 29¢() Erreichbarkeitstests gemacht werden (einer fiir jede
akzeptierende Stoppkonfiguration in G 4,,), von denen jeder lineare Zeit (in der Grofke
des Graphen G 4,,) bendtigt. Insgesamt ergibt sich ein Zeitbedarf von 20(f(m)) O

Wir betrachten die folgenden fundamentalen Komplexitatsklassen:

Definition 18.4 (P, NP, PSpace, NPSpace, ExpTime)

P:= |J  DTIME(p(n))
p Polynom in n
NP:=  |J  NTIME(p(n))
p Polynom in n
PSpace:= | ]  DSPACE(p(n))

p Polynom in n
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NPSpace := [ J  NSPACE(p(n))
p Polynom in n
ExpTime:= |  DTIME(2"™)

p Polynom in n

Aus Satz 18.3 ergibt sich sofort der folgende Zusammenhang zwischen diesen Klassen:

Korollar 18.5
P C NP C PSpace C NPSpace C ExpTime.

Besonders wichtig sind die Komplexitatsklassen P und NP:

e Die Probleme in P werden im allgemeinen als die effizient l6sbaren Probleme an-
gesehen (engl. tractable, d.h. machbar), siehe auch Appendix B

e Im Gegensatz dazu nimmt man an, dass NP viele Probleme enthélt, die nicht
effizient l6sbar sind (engl. intractable)

e Die in Polynomialzeit 16sbaren Probleme (also die in P) stimmen in allen bekannten

deterministischen Berechnungsmodellen iiberein. Dies nennt man die erweiterte
Church-Turing These.

Die Bedeutung der Komplexitétsklasse P ist dadurch hinreichend motiviert. Im Gegen-
satz dazu ist die Bedeutung von NP etwas schwieriger einzusehen, da nicht-deterministische
Maschinen in der Praxis ja nicht existieren. Auch diese Klasse ist aber von grofser Be-
deutung, da

1. sehr viele natiirlich Probleme aus der Informatik in NP enthalten sind, von denen
2. angenommen wird, dass sie nicht in P (also nicht effizient 16sbar) sind.
Wir betrachten hier zwei typische Beispiele fiir Probleme in NP, die wir spéter noch
genauer analysieren werden.
Definition 18.6 (SAT)

SAT ist die Menge der erfiillbaren (,satisfiable) aussagenlogischen Formeln {iber den
Operatoren —, A, V.

Beispiel:
e Die Formel (z; A z3) V —xq ist erfiillbar, da sie von der Belegung 1 +— 1, 2o — 1
wahr gemacht wird.

e 1 A —xy ist nicht erfillbar.

Streng genommen geht es natiirlich um eine geeignete Kodierung dieses Problems als
formale Sprache, so muf man beispielsweise die potentiell unendlich vielen Aussagenva-
riablen x1, x5, ... mittels eines endlichen Alphabetes darstellen. Von solchen Details, die
leicht auszuarbeiten sind, werden wir im folgenden aber abstrahieren.
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Lemma 18.7
SAT € NP.

Beweis. Die NTM, die SAT in polynomieller Zeit erkennt, arbeitet wie folgt:
e Teste, ob die Eingabe eine aussagenlogische Formel ist.

Dies ist eine Instanz des Wortproblems fiir kontextfreie Grammatiken, das in Po-
lynomialzeit 16sbar ist (z.B. mit dem CYK-Algorithmus)

e Die Variablen in der Eingabeformel ¢ seien z4, . . . , z,,. Schreibe nicht-deterministisch
ein beliebiges Wort u € {0, 1}* der Lange n hinter die Eingabe auf das Band

e Betrachte u als Belegung mit x; — 1 gdw. das i-te Symbol von u eine 1 ist.

Uberpriife nun deterministisch und in Polynomialzeit, ob diese Belegung die Formel
p erfiillt (man iiberlegt sich leicht, dass dies tatsdchlich moglich ist). Akzeptiere,
wenn das der Fall ist und verwerfe sonst.

Die NTM akzeptiert ihre Eingabe gdw. es eine erfolgreiche Berechnung gibt gdw. die
Eingabe eine erfiillbar aussagenlogische Formel ist. O

Wie betrachten ein weiteres Problem in NP.
Definition 18.8 (CLIQUE)

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V| F) und eine Zahl k € N.
Frage: Besitzt G eine k-Clique, d.h. eine Teilmenge C' C V' mit

e fiir alle u # v in C gilt: {u,v} € F und

o |C|=k.

Also besteht CLIQUE aus all denjenigen Paaren (G, k), so dass der ungerichtete Graph
G eine k-Clique enthilt, geeignet repréasentiert als formale Sprache.

Lemma 18.9
CLIQUE € NP.

Beweis. Eine NTM, die CLIQUE in polynomieller Zeit erkennt, konstruiert man analog
zum Beweis von Lemma 18.7: gegeben (G, k),

e Schreibe nicht-deterministisch eine Knotenmenge C' der Grosse k auf das Band
e Uberpriife deterministisch und in Polynomialzeit, ob C eine Clique in G ist.

O

Algorithmen, wie sie in den Beweisen von Lemma 18.7 und 18.7 verwendet wurden,
formuliert man iiblicherweise mittels der Metapher des ratens, zum Beispiel fiir SAT:
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e Bei Eingabe von Formel ¢ mit Variablen x4, ..., x,, rate Wahrheitsbelegung B fiir
T1yeo. Ty

e Uberpriife determinstisch und in Polyzeit, ob B die Formel ¢ erfiillt.

Die NTM akzeptiert also die Eingabe, wenn es mdglich ist, so zu raten, dass die Be-
rechnung erfolgreich ist (in akzeptierender Stoppkonfiguration endet). Man kann sich
vereinfachend vorstellen, dass die Maschine richtig rdt, sofern dies {iberhaupt moglich
ist. Man beachte aber, dass eine polyzeitbeschrinkte NTM nur ein polynomiell grofses
Wort raten kann und dass man deterministisch in Polyzeit priifen konnen mufs, ob richtig
geraten wurde. So ist es zum Beispiel moglich, zu raten, ob eine gegebene TM auf dem
leeren Band anhélt, aber es ist dann nicht mdglich zu iiberpriifen, ob richtig geraten
wurde.

Wir werden spéter den Zusammenhang der (wahrscheinlich) sehr unterschiedlichen Kom-
plexitatsklassen P und NP genauer untersuchen. Interessanterweise stellen sich die Platz-
komplexitatsklassen PSpace und NPSpace, die ja komplett analog zu P und NP definiert
sind, als identisch heraus. Das folgende Resultat ist als Savitch’s Theorem bekannt und
wurde um 1970 bewiesen.

Satz 18.10
PSpace = NPSpace.

Der Beweis beruht auf einer cleveren Simulation von NTMs mittels DTMs; fiir Details
wird auf Spezialvorlesungen zur Komplexitétstheorie verwiesen. Savitch’s Theorem hat
unter anderem folgende Konsequenzen:

e Die Komplexitétsklasse NPSpace wird im allgemeinen nicht explizit betrachtet;

e Wenn man nachweisen will, dass ein Problem in PSpace ist, dann kann man
0.B.d.A. eine nicht-deterministische Turingmaschine verwenden, was oft praktisch
ist (man kann also raten).

Betrachten wir an dieser Stelle noch einmal die Inklusionen aus Korollar 18.5:
P C NP C PSpace C ExpTime. (%)
Mit einem verfeinerten Diagonalisierungsargument kann man nachweisen, dass
P # ExpTime

man kann mit einer DTM in exponentieller Zeit also mehr Probleme 16sen als in poly-
nomieller Zeit. Das bedeutet natiirlich, dass auch mindestens eine der drei Inklusionen
in (%) echt sein muss. Leider weifs man bis heute nicht, welche Inklusion das ist. Insbe-
sondere wird die Frage, ob

P =NP oder P # NP
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als wichtigstes offenes Problem der Informatik angesehen. Es glaubt allerdings kaum
jemand, dass P = NP. Ein Beweis von P # NP wiirde tiefe neue Einsichten in die
Komplexitétstheorie gewdhren und hétte wahrscheinlich sehr niitzliche Anwendungen
in der Kryptographie (wo man an schwer zu lésenden Problemen interessiert ist). Ein
Beweis von P = NP hétte (wahrscheinlich) revolutionédre Konsequenzen weil dann auf
einen Schlag sehr viele Probleme effizient 16sbar wéren, die heute als nicht effizienz losbar
angenommen werden.
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19. NP-vollstandige Probleme

Wegen P C NP enthélt NP auch einfach losbare Probleme, es sind also nicht alle Proble-
me in NP schwierig zu l6sen. Wie kann man die schwierigen Probleme in NP identifizieren
und von den einfachen abgrenzen, wenn nicht einmal bekannt ist, ob P = NP gilt? Man
behilft sich mit der fundamentalen Idee der NP-Vollstindigkeit. Intuitiv gehort jedes
NP-vollstiandige Problem L zu den schwersten Problemen in NP, in folgendem Sinne:

fiir jedes Problem L' € NP gilt: das Losen von L’ erfordert nur polynomiell
mehr Zeitaufwand als das Losen von L.

Insbesondere gilt fiir jedes NP-vollstandige Problem L: wenn L € P, dann gilt P = NP
(was als extrem unwahrscheinlich angesehen wird).

Um polynomiellen Mehraufwand zu formalisieren, verfeinern wir in geeigneter Weise den
Begriff der Reduktion.

Definition 19.1 (Polynomialzeitreduktion, <,)

1) Eine Reduktion f von L C ¥* auf L' C ¥* heifst Polynomialzeitreduktion, wenn es
ein Polynom p(n) und eine p(n)-zeitbeschréankte DTM gibt, die f berechnet.

2) Wenn es eine Polynomialzeitreduktion von L auf L’ gibt, dann schreiben wir
L<, L.

Die meisten wichtigen Eigenschaften von Reduktionen gelten auch fiir Polynomialzeit-
reduktionen, insbesondere:

Lemma 19.2

Wenn Ly <, Ly und Ly <, L3, dann L, <, Ls.

Der Beweis dieses Lemmas dhnelt dem Beweis von Lemma 19.4 und wird als Ubung
gelassen. Wir definieren nun die zentralen Begriffe dieses Kapitels.

Definition 19.3 (NP-hart, NP-vollstindig)

1) Eine Sprache L heift NP-hart wenn fiir alle L' € NP gilt: L' <, L.
2) L heifst NP-vollstindig wenn L € NP und L ist NP-hart.

Das folgende Lemma ist der Grund, warum die Aussage ,,L ist NP-vollstiandig* ein guter
Ersatz fir die Aussage ,,L ¢ P ist, solange P # NP nicht bewiesen ist.

Lemma 19.4
Fiir jede NP-vollstindige Sprache L gilt: wenn L € P, dann P = NP.
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Beweis. Es sei L NP-vollstdndig und L € P, Dann gibt es ein Polynom p(n) und eine
p(n)-zeitbeschrénkte DTM A mit L(A) = L.

Wir miissen zeigen, dass daraus NP C P folgt.

Sei also L' € NP. Da L NP-vollsténdig, gilt L' <, L, d.h. es gibt eine Reduktion f von
L’ auf L, die in Zeit g(n) berechenbar ist, wobei g(n) ein Polynom ist.

Die Polynomialzeit-DTM, die L entscheidet, geht wie folgt vor:

e Bei Eingabe w berechnet sie f(w). Sie benotigt < q(|w]) viel Zeit. Daher ist auch
die Lénge der erzeugten Ausgabe < |w| + q(|w]).

e Wende Entscheidungsverfahren fiir L auf f(w) an.

Insgesamt bendtigt man somit

< q(Jwl) + p(jw| + q(|w]))

viele Schritte, was ein Polynom in |w| ist. O

Es ist zunéchst nicht unmittelbar klar, warum NP-vollstdndige Probleme iiberhaupt
existieren sollten. Uberraschenderweise stellt sich aber heraus, dass es sehr viele solche
Probleme gibt. Ein besonders wichtiges ist das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik.
Das folgende sehr bekannte Resultat wurde unabhéngig voneinander von Cook und Levin
bewiesen.

Satz 19.5
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. 'Wir haben bereits gezeigt, dass SAT € NP. Es bleibt also, zu beweisen, dass
SAT NP-hart ist. Mit anderen Worten: wir miissen zeigen, dass jedes Problem L € NP
polynomiell auf SAT reduzierbar ist. Allen diesen Probleme gemeinsam ist, dass sie
(per Definition von NP) als das Wortproblem einer polynomiell zeitbeschrankten NTM
aufgefasst werden konnen.

Sei also A eine p(n)-zeitbeschrankte NTM, mit p(n) Polynom. Unser Ziel ist, fiir jede
Eingabe w eine AL-Formel ¢,, zu finden, so dass

1. w wird von A akzeptiert gdw. ¢, ist erfiillbar und
2. ¢, kann in polynomieller Zeit (in |w|) konstruiert werden.

Die Konstruktion von ¢,, beruht auf den folgenden Ideen. Jede Berechnung von A auf
Eingabe w = ag - - - a,,_1 kann man wie folgt als Matrix darstellen:

bl | blag | ai | |ana | bl | b
bl | b b an,q | | ant | Bl | B
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Die Anzahl der Zeilen ist beschréankt durch p(n), die maximale Anzahl Schritte von A
auf der Eingabe w. Um eine Nummerierung der Spalten zu erhalten, weisen wir der
Spalte, in der in der ersten Zeile (Startkonfiguration!) der Kopf steht, die Nummer 0 zu.
Da A aufgrund der Zeitbeschrankung maximal p(n) Schritte nach links und nach rechts
machen kann, sind die Spalten mit den Nummern —p(n), ..., 0, p(n) ausreichend.

Diese Matrix lasst sich wiederrum mittels polynomiell vieler Aussagenvariablen darstel-
len, namlich:

® B, zum Zeitpunkt ¢ ist Zelle ¢« mit a beschriftet
o [;;: zum Zeitpunkt ¢ ist der Kopf iiber Zelle ¢
e 7, zum Zeitpunkt ¢ ist ¢ der aktuelle Zustand

wobei 0 <t < p(n), —p(n) < i < p(n), a € I' und ¢ € Q. Wenn beispielsweise in der
Startkonfiguration die Zelle 3 mit dem Symbol a beschriftet ist, so wird dies dadurch
repréasentiert, dass By s — 1 und By 3 — 0 fiir alle b € I' \ {a}.

Die fiir die Eingabe w konstruierte Formel ¢,, verwendet die Variablen B, ;;, K;,; und
Zg. Die generelle Idee ist, ¢, so zu konstruieren, dass erfiillende Belegungen von ¢,
genau den akzeptierenden Berechnungen von A auf w entsprechen. Genauer ist ,, eine
Konjunktion, die aus den folgenden Konjunkten besteht:

e Die Berechnung beginnt mit der Startkonfiguration fir w = ag---a,_1:

Vini 7= Zgo.0 N\ Koo N /\ By, io N /\ Byio A /\ By .

<n n<i<p(n) —p(n)<i<0

e Die Ubergangsrelation wird respektiert:

¢m0v€ = /\ /\ /\ ( (Ba,i,t A Ki,t A Zp,t) —

t<p(n) —p(n)<i<p(n)a€l',qe€Q kein Stoppzustand
\/ (Barni(iyirr A Knigyesr A Zgr 1) )
(g,a,a’ ,M,q")EA so dass —p(n)<M(i)<p(n)
wobei M € {r,¢,n}, r(i) =i+ 1, 0(i) =i— 1 und n(i) =1

Wir nehmen hier wieder 0.B.d.A. an, dass das Stoppen nur vom Zustand, aber
nicht vom gelesenen Symbol abhéngt (es macht daher Sinn, von Stoppzustinden
zu sprechen).

e Zellen, die nicht unter dem Kopf sind, &ndern sich nicht:

,lvz)keep = /\ /\ /\ ( it A Ba,i,t) — Ba,i,t-{-l )

t<p(n) —pn)<i<p(n) acl

e Die Eingabe wird akzeptiert:

,lvz)acc = /\ /\ T lggt

geQ\F Stoppzustand  t<p(n)
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Es wiirde hier nicht funktionieren, das Vorkommen eines akzeptierenden Stopp-
zustandes zu fordern, denn dann wéren unerwiinschte Belegungen der folgenden
Form mdglich: eine verwerfende Berechnung von A, die weniger als die maximal
moglichen p(n) Schritte macht, gefolgt von einer Konfiguration mit akzeptierendem
Stoppzustand, obwohl A gar keine weiteren Schritte macht.

e Bandbeschriftung, Kopfposition, Zustand sind eindeutig und definiert:

Yaus = [\ (Zot A Zy) A I\ (Baia ABaria) A \~(Kie A Kjy)

t,q,9’,q7#q’ t,i,a,a’ ,a#a’ t,1,7,i#7
ANVer NV K A A VT
t<p(n) t<p(n) —p(n)<i<p(n) t<p(n) —p(n)<i<p(n)

Setze nun

Pw = Pini A Pmove A kaeep A Pace A Paux-

Man tiberpriift leicht, dass A die Eingabe w akzeptiert gdw. ¢, erfiillbar. Idee:

ll¢l1

Analog zu unserem Vorgehen bei der Unentscheidbarkeit erhalten wir weitere NP-vollstandige

Wenn w von A akzeptiert wird, dann gibt es akzeptierende Berechnung
kobakiba-Fakn
von A auf w. Erzeuge daraus in der offensichtlichen Weise eine Belegung fiir die
Variablen B, ., K;; und Z,;, zam Beispiel:
B+ — 1 wenn die i-te Zelle in k; mit a beschriftet ist.

Wenn m < p(n) (die Berechnung endet vor der maximal mdoglichen Anzahl von
Schritten), dann verlangere die Folge ko, k1, . .., ky, zuvor zu ko, ki, . . ., k) durch
p(n) — m-maliges Wiederholen der Konfiguration k,,.

Indem man alle Konjunkte von ¢,, durchgeht, iiberpriift man leicht, dass die er-
haltene Belegung ¢, erfiillt. Also ist ¢, erfiillbar.

Aus einer Belegung der Variablen B, K;;, Z,;, die ¢, erfiillt, liest man eine
Konfigurationsfolge ko 4 ki1 4 -+ - F4 Kk, ab, zum Beispiel:

Die i-te Zelle in k; wird mit a beschriftet wenn B, ;; — 1.

Die Konfigurationsfolge endet, sobald ein Stoppzustand abgelesen wurde. Unter
Verwendung der Tatsache, dass die Belegung alle Konjunkte von ¢,, erfiillt, zeigt
man nun leicht, dass es sich bei der abgelesenen Konfigurationsfolge um eine ak-
zeptierende Berechnung von A auf w handelt.

O

Probleme durch polynomielle Reduktion von bereits als NP-vollstindig nachgewiesenen
Problemen wie SAT. Dies beruht auf Punkt 2) des folgenden Satzes, der die wichtigsten
Zusammenhange von NP und Polynomialzeitreduktionen zusammenfasst.

154



NP-vollstandige Probleme

Satz 19.6

1) Ist Ly € NP und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly in NP.
2) Ist Ly NP-hart und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly NP-hart.

Beweis.

1) Wegen Ly € NP gibt es eine polynomialzeitbeschrankte NTM A, die Ly akzeptiert.
Wegen L, <, L, gibt es eine Polynomialzeitreduktion f von L; auf L, also

Die polynomialzeitbeschrankte NTM fiir L; arbeitet wie folgt:
e Bei Eingabe w berechnet sie zunéchst f(w).
e Dann wendet sie A auf f(w) an.

2) Sei Ly NP-hart und Ly <, L,. Wir miissen zeigen, dass fiir alle L € NP gilt:
L <, L,.
Sei also L € NP. Gesucht: Polynomialzeitreduktion f von L auf L, also
we L gdw. f(w) € Ly

Diese erhélt man wie folgt:

e Da L; NP-hart ist, gibt es eine Polynomialzeitreduktion g von L auf L, also

we L gdw. g(w) € L.

e Wegen L; <, Ly gibt es eine Polynomialzeitreduktion h von L, auf L,, also

u € L1 gd_W h(U) € LQ.

Dann ist f(w) := h(g(w)) wie gewiinscht:

we L gdw. g(w) € Ly gdw. h(g(w)) € L. O

Mit Punkt 2) von Satz 19.6 kann man also die NP-Hérte eines Problems L nachweisen,
indem man eine Polynomialzeitreduktion eines bereits als NP-vollstéandig bekannten Pro-
blems wie SAT auf L findet. Dies wollen wir im folgenden an einigen Beispiele illustrieren.
Wie beginnen mit einem Spezialfall von SAT, bei dem nur aussagenlogische Formeln ei-
ner ganz speziellen Form als Eingabe zugelassen sind. Das dadurch entstehende Problem
3SAT spielt eine wichtige Rolle, da es oft einfacher ist, eine Reduktion von 3SAT auf ein
gegebenes Problem L zu finden als eine Reduktion von SAT.
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Definition 19.7 (3SAT)

Eine 3-Klausel ist von der Form ¢; V {5 V {3, wobei ¢; eine Variable oder eine negierte
Variable ist. Eine 3-Formel ist eine endliche Konjunktion von 3-Klauseln. 3SAT ist das
folgende Problem:

Gegeben: eine 3-Formel .
Frage: ist ¢ erfiillbar?

Satz 19.8
3SAT ist NP-vollstindig.

Beweis.

1) 3SAT € NP folgt unmittelbar aus SAT € NP, da jedes 3SAT-Problem eine aussa-
genlogische Formel ist.

2) Es sei ¢ eine beliebige aussagenlogische Formel. Wir geben ein polynomielles Ver-
fahren an, das ¢ in eine 3-Formel ¢’ umwandelt, so dass gilt:

o erfilllbar  gdw. ¢’ erfiillbar.

Beachte:

Es ist nicht gefordert, dass ¢ und ¢’ im logischen Sinne dquivalent sind, also von
denselben Belegungen erfiillt werden.

Die Umformung erfolgt in mehreren Schritten, die wir am Beispiel der Formel
_|<<.§L’1 A _|.§L’3) V 1’2)

veranschaulichen.

Wir stellen diese Formel als Baum dar:

1. Schritt: Wende wiederholt die de Morgan’schen Regeln an und eliminiere dop-
pelte Negationen, um die Negationszeichen zu den Bléattern des Baumes zu
schieben.
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Dies ergibt den folgenden Baum (die Beschriftung yo,y1) wird im néchsten

ok

Schritt erklart:

2. Schritt: Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable aus {yo,v1,...} zu,
wobei die Wurzel y, erhalt.

Intuitiv repréasentiert jede Variable y; die Teilformel von ¢, an dessen Wurzel
sie steht. Zum Beispiel représentiert y; die Teilformel —x; V x3.

3. Schritt: Fasse jede Verzweigung (gedanklich) zu einer Dreiergruppe zusammen:

Jeder Verzweigung der Form

u
\ w

mit j € {A,V} ordnen wir eine Formel der folgenden Form zu:

(u & (vjw))
Diese Formeln werden nun konjunktiv mit yo verkniipft, was die Formel ¢,
liefert.

Im Beispiel ist ¢ :
Yo A (Yo & (Y1 A ~2)) A (Y1 & (—21 V 23))

Die Ausdriicke ¢ und ¢y sind erfillbarkeitsiquivalent, denn:

Eine erfiillende Belegung fiir ¢ kann zu einer fiir ; erweitert werden, indem
man die Werte fiir die Variablen y; durch die Auswertung der entsprechenden
Teilformel bestimmt, z.B.:
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ry = 1
Ty = 0
! r3 = 1
y = 1
yo = 1

Umgekehrt ist jede erfiillende Belegung fiir o1 auch eine fiir . Genauer gesagt
kann man von den Bléttern zu den Wurzeln alle Variablen y; betrachten und
jeweils zeigen: der Wahrheitswert von y; stimmt mit dem Wahrheitswert der
von y; reprasentierten Teilformel iiberein. Da jede Belegungm die ¢ erfiillt,
Yo wahr machen muss, erfiillt jede solche Belegung dann auch .

4. Schritt: Jedes Konjunkt von ¢ wird separat in eine 3-Formel umgeformt:

as (bVe)~ (maVv (bVe)A(=(bVe) Va)
~ (maVbVe)A(=bVa)A(—cVa)
~s (maVbOVe)AN(=bVaVa)A(-cVaVa)

as (bNc)~ (maV (bAc)A(=(bAc)Va)
~ (ma Vb)) A (maVe)A(=bV —eV a)
~> (2a VOV D) A (maVeVe)A(=bV—ceVa)

Insgesamt erhélt man eine 3-Formel, die dquivalent zu ¢; und damit wie
gewiinscht erfiillbarkeitsdquivalent zu ¢ ist.

Beachte:
Jeder Schritt kann offensichtlich in deterministisch in polynomieller Zeit durch-
gefiihrt werden. O

Wir verwenden nun 3SAT, um zwei weitere Probleme als NP-vollstdndig nachzuweisen.
Dabei wihlen wir exemplarisch ein graphentheoretisches Problem und ein kombinatori-
sches Problem auf Mengen. Bei dem graphentheoretischen Problem handelt es sich im
CLIQUE, von dem wir ja bereits nachgewiesen haben, dass es in NP liegt.

Satz 19.9
CLIQUE ist NP-vollstindsig.

Beweis. Es bleibt, zu zeigen, dass CLIQUE NP-hart ist. Zu diesem Zweck reduzieren wir
3SAT in polynomieller Zeit auf CLIQUE.

Sei also
K K
Y = (611 V €12 V 613) VAN /\ngl V €m2 V £m35
eine 3-Formel, mit ¢;; € {z1,...,z,} U{—2y,..., 2, }.
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Wir miissen zeigen, wie man in polynomieller Zeit aus ¢ einen Graph G und eine Cli-
quengrofe k erzeugt, so dass ¢ erfiillbar ist gdw. G eine k-Clique hat.

Dies macht man wie folgt:
o V={@j)|1<i<mund 1<j<3}
o E:={{{i,p),(,p)}) | i # ¢ und l; # g}, wobei

7 —x falls =2z
)z falls (=-2

e k=m

Die Knoten von G entsprechen also den Vorkommen von Literalen in ¢ (wenn ein Literal
an mehreren Positionen in ¢ auftritt, so werden dafiir mehrere Knoten erzeugt). Zwei
Literalvorkommen werden durch eine (ungerichtete) Kante verbunden, wenn sie sich auf
unterschiedliche Klauseln beziehen und nicht komplementére Literale betreffen.

Es gilt:
@ ist erfiillbar mit einer Belegung B

gdw. es gibt in jeder Klausel K; ein Literal ¢;;, mit Wert 1

gdw. es gibt Literale ¢y;,,...,%y;,., die paarweise nicht komplementar
sind (wobei ¢;;, in Klausel 7 vorkommt) 0
gdw. es gibt Knoten (1, j1),..., (m, j.), die paarweise miteinander ver-

bunden sind

gdw. es gibt eine m-Clique in G

Ubung: Betrachte die 3-Formel
Y = (l‘l V ) V IL‘3) N (ZL‘4 vV X1 V l‘g) A (_|l‘3 V X1 V l‘4),

konstruiere den Graph G wie im Beweis von Satz 19.9, gib eine 3-Clique in G’ an und
die dazugehorige Belegung, die ¢ erfiillt.

Es folgt die angekiindigte Reduktion von 3SAT auf ein mengentheoretisches Problem.
Dieses Problem heiltt Mengeniiberdeckung.

Definition 19.10 (Mengeniiberdeckung)

Gegeben: Ein Mengensystem iiber einer endlichen Grundmenge M, d.h.
Ty,...., 7T, C M

sowie eine Zahl n > 0.
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Frage: Gibt es eine Auswahl von n Mengen, die ganz M {iberdecken, d.h.
{i1, ... i} {1, . k}mit T;, U...UT;, = M.

Satz 19.11
Mengeniiberdeckung ist NP-vollstandig.

Beweis.
1) Mengeniiberdeckung ist in NP:
e Wihle nichtdeterministisch Indices 4, ...,%, und
e iiberpriife, ob T;, U ... UT; = M gilt.
2) Um NP-Hérte zu zeigen, reduzieren wir 3SAT in Polyzeit auf Mengeniiberdeckung.
Sei also ¢ = K7 A ... A K,, eine 3-Formel, die die Variablen x4, ..., z, enthalt.
Wir definieren M :={1,...,m,m+1,...,m+n}.
Fiir jedes i € {1,...,n} sei
T; :={j | #; kommt in K; als Disjunkt vor} U {m +i}
T! :={j | 7x; kommt in K; als Disjunkt vor} U {m + i}

Wir betrachten das Mengensystem:

T,....T, T, ....,T

) n’

Zu zeigen: ¢ ist erfiillbar gdw. es eine Mengeniiberdeckung von M mit n Mengen
gibt.
“=" Fiir eine gegebene Belegung der Variablen, welche ¢ erfiillt, wihlen wir

o T}, falls z; — 1

o 7! falls z; — 0

Dies liefert n Mengen, in denen jedes Element von M vorkommt:
e jmit 1 < j <m, da jedes K; zu 1 evaluiert wird.
e m+i mit 1 <i <n, da fir jedes i entweder T; oder 7, gewahlt wird.

“<" Sei umgekehrt
{Uy,...,U,} ATy, ..., T, TY,..., Ty mit Uy U...UU, =M

gegeben.

Da fir 1 < i < n das Element m + 4 in U; U ... U U, vorkommt, kommt
T; oder T/ in {Uy,...,U,} vor. Da wir nur n verschiedene Mengen haben,
kommt jeweils genau eines von beiden vor.
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Wir definieren nun die Belegung:

1 falls Te{U,..., U}
YTV 0 falls U e{Uy,... Uy}

Diese erfiillt jedes Kj, da j in U; U...U U, vorkommt. U

Ubung: Betrachte die 3-Formel
@ = (1 Vxg Vas) A(xyV -z V) A(—xgV—xg Vay),

konstruiere die Mengen M, Ti,..., Ty, T},...,T; wie im Beweis von Satz 19.8, gib ein
Menge Uy, ..., Uy CA{T}, ..., Ty, T},..., T} an, so dass U; U---U Uy = M und finde die
dazugehorige Belegung, die ¢ erfiillt.

Es gibt eine grofe Vielzahl von NP-vollstdndigen Problemen in allen Teilgebieten der
Informatik. Eine klassische Referenz ist das Buch

,Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-completeness®
von M. Garey und D. Johnson, 1979.

Das Buch, welches zu den meistzitierten in der Informatik tiberhaupt gehort, enthélt eine
hervorragende Einfithrung in das Gebiet der NP-Vollstéandigkeit und einen Katalog von
ca. 300 NP-vollstandigen Problemen. Seit der Publikation des Buches wurden tausende
weitere Probleme als NP-vollstandig identifiziert.

Bemerkung:

Entsprechend zur Definition von NP-Vollstéandigkeit eines Problems kann man auch Voll-
stiandigkeit fiir andere Komplexitétsklassen definieren, zum Beispiel fiir PSpace. Man
beachte die Ahnlichkeit zu Definition 19.3.

Definition 19.12 (PSpace-hart, PSpace-vollstindig)

1) Eine Sprache L heifit PSpace-hart wenn fiir alle L' € PSpace gilt: L' <, L.
2) L heilt PSpace-vollstindig wenn L € PSpace und L ist PSpace-hart.

Es ist leicht zu sehen, dass jedes PSpace-vollstiandige Problem auch NP-hart ist. Man
nimmt an, dass PSpace-vollstandige Probleme echt schwieriger sind als NP-vollstandige
Probleme, hat aber bisher keinen Beweis dafiir gefunden.

Man kann beweisen, dass folgende Probleme aus dieser Vorlesung PSpace-vollsténdig
sind:

e das Aquivalenzproblem fiir NEAs und fiir regulére Ausdriicke
e das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammatiken.

Es gibt also auch fiir diese Probleme wahrscheinlich keine Polynomialzeit-Algorithmen.
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V. Appendix

Der Appendix fiihrt in knapper Weise Material ein, dass fiir das Verstindnis der Vorle-
sung benotigt wird, jedoch nicht im engeren Sinne Gegenstand der Vorlesung ist.

A. Endliche Automaten als Graphen

Manchmal ist es bequem, einen NEA als gerichteten Graph aufzufassen.

Definition A.1 (Gerichteter Graph)

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten und einer
Menge £ C V' x V von Kanten.

Graphen sind eine fundamentale Struktur in der Informatik und der Mathematik. Sie
konnen z.B. zur Reprisentation von Kommunikationsnetzen und Datenstrukturen ver-
wendet werden. Ein NEA A = (Q, X, qo, A, F) kann als gerichteter Graph (V, E) darge-

stellt werden mit
e V=0 und
e E={(¢,¢)|FaeX:(¢ga,q) €A}

Man fasst also die Zustéinde als Knoten und die Uberginge als Kanten auf, wobei die
Alphabetssymbole sowie Start- und Endzustéinde wegabstrahiert werden. Zum Beispiel
wird damit aus dem NEA

888

Cy Oy ()

Qo > Q1= (@2

der folgende Graph:
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Es ist natiirlich auch moglich, nur solche Ubergiinge als Kanten in den Graph aufzuneh-
men, die bestimmte, ausgewéhlte Symbole betreffen.

Die Darstellung von Automaten als Graphen ist insbesondere fiir die algorithmische
Behandlung von Automaten niitzlich. Eine zentrale Rolle spielt dabei das Erreichbar-
keitsproblem.

Definition A.2 (Erreichbar)

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Ein Knoten v € V ist erreichbar von einem Knoten
u € V wenn es eine Knotenfolge vy, ..., v, gibt, mit n > 1, so dass v; = u, v, = v, und
(’Ui,UiJrl) c B firl S 1< n.

Das Erreichbarkeitsproblem ist nun das folgende Problem: gegeben ein endlicher gerich-
teter Graph G = (V, F) und zwei Knoten ug, vy € V, entscheide ob vy von wuq erreichbar
ist. Ein einfacher Algorithmus, um dieses Problem zu l6sen, ist der folgende: gegeben
G = (V, E) und ug, vy, berechne eine Folge von Knotenmengen V5 C V; C V5 - - so dass

o 1 ={up} und
o V;CVfiralle:>0.
Konkret berechnet man die V; fiir ¢ > 0 wie folgt:
Viep =V, U{o' | Fo e V;: (v,0) € E}.

Die Folge wird Schritt fiir Schritt berechnet. Sobald V; = V;; gilt, stoppt der Algorith-
mus, gibt ,,ja“ zurlick wenn vy € V; und ,nein“ sonst. Wir werden in der Ubung zeigen,
dass der Algorithmus tatsdchlich Erreichbarkeit entscheidet.

Beispiel A.3

Wir verwenden den Algorithmus, um zu entscheiden, ob in folgendem Graphen der
Knoten f vom Knoten a aus erreichbar ist:

|

Die berechnete Knotenfolge ist

{a},{a,d, e}, {a,d,e, f},{a,d e, f,c},{a,d, e, f,c},

Da f in der zuletzt berechneten Menge enthalten ist, antwortet der Algorithmus mit
7’ja“'

- b

Y
o

> e

O

Y
—
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Satz A.4
Das Erreichbarkeitsproblem fiir gerichtete Graphen ist effektiv entscheidbar.

Wir fiihren eine kurze Laufzeitanalyse durch. Sei |V| = n. Der oben angegebene Algo-
rithmus stoppt spétestens bei der Menge V,,: wenn V; # V;,; fiir alle i < n, denn gilt
offenbar |Vi41| > |V;| fiir alle ¢ < n. Es folgt |V,,| > n, also V; = V. Damit kann kein
weiterer Knoten zu V,, hinzugefiigt werden.

Wird der Algorithmus vorsichtig implementiert, so lduft er in Linearzeit: bei Eingabe
(V, E) macht er ¢ - (|V| + |E|) elementare Schritte, wobei ¢ eine Konstante ist. Die
Vorstellung der Details ist in dieser Vorlesung nicht moglich, sie finden sich z.B. im Buch
sntroduction to Algorithms“ von Cormen, Leiserson, Rivest und Stein. Man beachte,
dass bei naiver Implementierung bereits ein einzelner Test V; # V;,; quadratisch viele
(genauer gesagt |V;| - |V;y1) Vergleichsoperationen benotigt!

B. Laufzeitanalyse von Algorithmen und O-Notation

Laufzeitanalyse

Ein gegebenes Berechnungsproblem lésst sich meist durch viele verschiedene Algorith-
men l6sen. Um den ,besten dieser vielen moglichen Algorithmen zu bestimmen, ana-
lysiert man deren Ressourcenverbrauch. In diesem Zusammenhang ist die wichtigste
Ressource der Zeitverbrauch, also die Anzahl Rechenschritte, die der Algorithmus aus-
fiihrt. Andere Ressourcen, die eine Rolle spielen kénnen, sind beispielsweise der Spei-
cherverbrauch oder der Kommunikationsbedarf, wenn der Algorithmus auf mehreren
Prozessoren oder Rechnern verteilt ausgefithrt wird. Ein Algorithmus mit geringem Res-
sourcenbedarf ist dann einem Algorithmus mit héherem Ressourcenbedarf vorzuziehen.

Die Laufzeit eines Algorithmus A auf einer Eingabe x ist die Anzahl elementarer Rechen-
schritte, die A gestartet auf z ausfiihrt, bevor er anhélt. Was ein elementarer Rechen-
schritt ist, wird in der VL , Theoretische Informatik II“ genauer untersucht. Bis dahin
betrachten wir die iiblichen Operationen eines Prozessors als elementare Rechenschrit-
te, also z.B. Addition und Multiplikation. Die zentrale Eigenschaft eines elementaren
Rechenschrittes ist, dass er in konstanter Zeit ausgefiihrt werden kann—insbesondere
nehmen wir an, dass die bendtigte Zeit unabhéngig von den konkreten Argumenten ist,
auf die der Rechenschritt angewendet wird.

Man beschreibt die Laufzeit eines Algorithmus immer in Abhéngigkeit von der Grdifse
seiner Eingabe. Dem liegt die Intuition zugrunde, dass das Verarbeiten einer grosseren
Eingabe im allgemeinen langer dauert als das einer kleinen. So kann man z.B. offensicht-
lich schneller entscheiden, ob ein gegebener NEA ein Eingabewort der Lénge 1 akzeptiert
als eines der Lange 128. Der Zeitverbrauch eines Algorithmus kann also beschrieben wer-
den durch eine Funktion

f:N—=N

164



Laufzeitanalyse von Algorithmen und O-Notation

die jeder Eingabeldnge n € N eine Laufzeit f(n) zuordnet. Man beachte, dass diese
Darstellung von der konkreten Eingabe abstrahiert, d.h., die Laufzeit des Algorithmus auf
verschiedenen Eingaben derselben Lange wird nicht unterschieden. Diese kann durchaus
sehr unterschiedlich sein: fiir einen gebenen NEA A, in dem der Startzustand keine
a-Ubergang erlaubt, ist es trivial, zu entscheiden, dass das Wort

abbbababababbbbbbbbababbabbabbbbbbbaaabbbbaaaaaab
nicht akzeptiert wird, wohingegen dies fiir das gleichlange, aber mit b beginnende Wort

bbbababababbbbbbbbababbabbabbbbbbbaaabbbbaaaaaaba

viel mehr Schritte erfordern kann. Die durch die Funktion f : N — N beschrieben Lauf-
zeit ist als Worst Case Komplexitit zu verstehen: f(n) beschreibt eine obere Schranke,
also eine maximale Schrittzahl, die fiir keine Eingabe der Lénge n iiberschritten wird
(die aber fiir ,einfache* Eingaben unter Umsténden stark unterschritten werden kann).

Welche Laufzeit kann als effizient angesehen werden und welche nicht? Die wichtigste
Grenze verlauft zwischen polynomiellem und exponentiellem Laufzeitverhalten, wobei
ersteres im allgemeinen mit ,,machbar gleichgesetzt wird und letzteres mit steigender
Eingabegrofie so schnell wichst, dass groftere Eingaben nicht verarbeitet werden kénnen.
Bei polynomieller Laufzeit ist die Funktion f also ein Polynom wie zum Beispiel

n, n%, bn, Tn? 8n3 3n*+4+2n°+5n+7.
Bei exponentieller Laufzeit ist sie eine Exponentialfunktion wie zum Beispiel
on 5" 2t 17(5%7).

Es ist wichtig, sich vor Augen zu fithren, dass exponentielle Laufzeit so dramatisch ist,
dass sie von schnellerer Hardware nicht kompensiert werden kann. Man betrachte z.B.
die Laufzeit 2" auf Eingaben der (sehr moderaten!) Grofe n = 128. Die sich ergebende
Anzahl Schritte ist so gewaltig, dass ein moderner 3Ghz-Prozessor linger rechnen miisste
als vom Anfang des Universums bis heute. Aber auch Polynome héheren Grades sind
recht schnell wachsende Funktionen. Interessanterweise findet man aber nur &uferst
selten Algorithmen, deren Laufzeit zwar polynomiell ist, aber nicht durch ein Polynom
kleinen Grades (meist < 5, oft < 3) beschrieben werden kann. Dies rechtfertigt die
ibliche Gleichsetzung von ,polynomiell* und ,machbar”. Fiir sehr zeitkritische Probleme
kann aber auch eine Laufzeit von n? zu lang sein. Als besonders effizient gilt Linearzeit,
also Laufzeiten der Form c - n, wobei ¢ € N eine Konstante ist.

O-Notation

Bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen abstrahiert man so gut wie immer von konkre-
ten Konstanten. Man wiirde also beispielsweise nicht zwischen einem Algorithmus mit
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Laufzeit 2n und einem mit Laufzeit 4n unterscheiden (aufer natiirlich in einer konkreten
Implementierung, wo derartige Unterschiede sehr wichtig sein kénnen!). Dies hat meh-
rere Griinde. Erstens ist es schwierig und fehleranfallig, alle involvierten Konstanten zu
identifizieren und wahrend der fiir die Laufzeitabschéatzung benttigten Rechnungen ,,mit-
zuschleppen”. Und zweitens sind die konkreten Konstanten oft abhingig von Implemen-
tierungsdetails wie den konkret zur Verfliigung stehenden elementaren Rechenschritten
und den zur Reprisentation der Eingabe verwendeten Datenstrukturen. Die sogenann-
te ,,O-Notation“ stellt eine einfach Methode zur Verfiigung, um konkrete Konstanten
auszublenden.

Definition B.1 (O-Notation)

Seien f und g Funktionen von N nach N. Wir schreiben

f€0(g)

wenn es eine Konstante ¢ > 0 und Schranke ng > 0 gibt, so dass f(n) < c¢- g(n) fir alle
n > ng.

Mit anderen Worten bedeutet f € O(g), dass f ,schlieflich nicht wesentlich schneller
wichst“ als g. Die folgende Graphik illustriert dies anhand zweier Funktionen f(n) und

g(n) mit f € O(g):
il

# -’_JI'I‘” )

gim)

Wie in Definition B.1 gefordert, liegt f schliesslich (d.h. ab der Schranke ng) unterhalb
der mit der Konstanten ¢ skalierten Funktion ¢- ¢g(n). Auch wenn der absolute Wert von
f(n) an vielen Stellen grofer ist als der von g(n), wichst f also nicht wesentlich schneller
als g.

Wir verwenden die Laufzeitbeschreibung O(f(n)), wenn wir ausdriicken wollen, dass die
Laufzeit f(n) ist, bis auf Konstanten (reprisentiert durch ¢) und endlich viele Ausnah-
men (représentiert durch ng). Insbesondere beschreibt

e O(n) Linearzeit;
e O(n?) quadratische Zeit und

e ;> ' polynomielle Zeit.
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Es existieren verscheidene Rechenregeln fiir die O-Notation wie zum Beispiel
e O(O(f) = O(f);
e O(f)+0O(g9) =O(f + g) und
° O(f)-O(g) =0O(f - 9).

Mehr Informationen zur O-Notation finden sich beispielsweise im Buch ,Concrete Ma-
thematics® von Graham, Knuth und Patashnik.

Entscheidbarkeit in Theoretische Informatik |

In ,Theoretische Informatik I verwenden wir zwei Begriffe, die erst in , Theoretische
Informatik IT“ formal definiert und im Detail untersucht werden konnen: Effektivitéit
und Entscheidbarkeit. Diese werden im folgenden kurz und informell erklart. Es macht
aus verschiedenen Griinden Sinn, zwischen zwei Arten von Problemen zu unterscheiden:

e Entscheidungsprobleme, bei denen die mdoglichen Antworten nur ,ja“ und ,nein*
sind;

e Berechnungsprobleme, bei denen eine echte Ausgabe (wie etwa eine Zahl, ein Wort,
oder einen Automaten) berechnet with.

Wie wir in ,, Theoretische Informatik II“ sehen werden, gibt es Probleme, die zwar wohl-
definiert sind, aber so schwierig, dass es gar keinen Algorithmus gibt, um sie zu lésen.
Ein Beispiel fiir ein solches Problem ist das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Gram-
matiken. Die Existenz derartiger Probleme fiihrt zu folgenden Begriffen: wir nennen

e cin Entscheidungsproblem entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der dieses
Problem 16st und unentscheidbar sonst.

e cin Berechnungsproblem effektiv berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der
dieses Problem 16st.
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Abkilirzungsverzeichnis

Dz . beziehungsweise
DEA deterministischer endlicher Automat
0 0 P das heift
DM deterministische Turingmaschine
EBNE erweiterte Backus-Naur-Form
Ol . et cetera
EAW . genau dann wenn
. o et gegeben
0 P im allgemeinen
LB A linear beschrankter Automat
MPKP ... modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem
NEA nichtdeterministischer endlicher Automat
NP nichtdeterministisch polynomiell
NTM nichtdeterministische Turingmaschine
oB.dA. ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit
PDA pushdown automaton (Kellerautomat)
PKP Postsches Korrespondenzproblem
P Préadikatenlogik erster Stufe
SAT ... satisfiability problem (Erfiillbarkeitstest der Aussagenlogik)
0 Turingmaschine (allgemein)
10 P unter anderem
URM unbeschrankte Registermaschine
VL vergleiche
Z B zum Beispiel
D was zu beweisen war (q.e.d)
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