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Einleitung

Turingmaschinen...
» wurden in den 1930er Jahren von Alan Turing entwickelt

* sind sehr einfach aufgebaut
(Papadimitriou: it is amazing how little we need to have everything®)

* sind kein realistisches Modell flr reale Computer,
leisten jedoch interessanterweise genau dasselbe

Church-Turing-These

Die durch Turingmaschinen berechenbaren Probleme sind genau die
im intuitiven Sinn berechenbaren Probleme.

»1hese”, denn diese Aussage lasst sich nicht beweisen
(,im intuitiven Sinn berechenbar” kann man nicht formal fassen)

iw' Universitat Bremen

Einleitung

Wir méchten oft Aussagen Uber alle Algorithmen treffen
(z.B. es gibt keinen, der ein bestimmtes Problem in Polyzeit I5st).

Um in diesem Kontext formale Beweise fuhren zu kénnen,
mussen wir festlegen, was ein Algorithmus ist.

Prinzipiell gibt es viele Alternativen:
* Reale Modelle: z.B. Java-Programme oder C-Programme
* Mathematische Modelle, inspiriert durch Hardware:

z.B. Registermaschinen (RAMs)

* Rein mathematische Modelle: z.B. Turingmaschinen

Da wir einfache Beweise wollen, wahlen wir ein Modell,
das so einfach wie moglich ist: Turingmaschinen
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Einleitung

Die Church-Turing-These rechtfertigt noch nicht die Verwendung
von Turingmaschinen in der Komplexitatstheorie!

Erweiterte Church-Turing-These

Problem kann mit Zeitverbrauch ¢ in nattirichem und generellen
Berechnungsmodell gelést werden gdw. es mit Zeitverbrauch p(t)
von Turingmaschinen gelést werden kann, fir ein Polynom p.

Zeitverbrauch wird gemessen durch Anzahl elementarer Schritte
(was das ist, hangt vom Berechnungsmodell ab)

Wenn ,effizient berechenbar” = ,in polynomieller Zeit I6sbar:
Problem ist entweder in allen Modellen effizient berechenbar oder in keinem.

Der Grad des Polynoms kann sich aber u. U. unterscheiden.
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Kapitel 2 Turingmaschinen

Turingmaschine

* ist zu jeder Zeit in einem von endlich vielen Zustédnden

NEXT . . * Arbeitet auf einseitig unendlichem Arbeitsband, das aus Kette von
q 2.1 Turingmaschinen linear geordneten Zellen besteht

2.2 Probleme l6sen mittels Turingmaschinen * Jede Zelle enthélt eines von endlich vielen Symbolen

2.3 Mehrband-Turingmaschinen * Zu Anfang enthélt das Band ganz links das Sondersymbol >

gefolgt von der Eingabe, gefolgt von unendl. oft Sondersymbol L

2.4 Zeit-Komplexitatsklassen * Die Maschine hat einen Schreib-/Lesekopf, der zu Anfang auf

2.5 Universelle Turingmaschinen dem ersten (linken) Symbol der Eingabe steht

* In jedem Schritt kann die Maschine das Symbol der aktuellen Zelle
lesen und schreiben, sowie den Kopf um eine Position verschieben

* Arbeitet feste Verarbeitungsvorschrift ab

T2.1
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Turingmaschinen | Turingmaschinen: Beispiel |
Definition Turingmaschine Beispiel
(Deterministische) Turingmaschine (kurz: (D)TM) ist Tupel TM M, die die Eingabe w € {a,b}* akzeptiert
M = (Q, 5T, 6, 6o, Gaces Gre) gaw. w = u’ mit u € {a,b}* und & = u rlickwérts gelesen

mit Idee

- @ cralisher [9omse wan AEEndern e Ersetze Syrrjbol unte.r Kopf durch # und ,merke” (im Zustand),

ob a oder b Uberschrieben wurde.
e Y endliches Eingabealphabet
e Laufe nach rechts bis 1 oder # und gehe 1 Schritt nach links.
e I" endliches Bandalphabet mit X CT'und {L,>} CT\ X
. _ e Vergleiche Symbol unter Kopf mit ,gemerktem*“ Symbol.
* 05 ((Q\ {dace, are}) x T) = (Q x T'x {L, R, N}) Ubergangsfunktion Wenn unterschiedlich, dann verwirf.
€ @ Startzustand .
*wed e Uberschreibe aktuelles Symbol mit #.
® ¢.cc akzeptierender Endzustand _
e Laufe ganz nach links.
® g verwerfender Endzustand
y e Laufe nach rechts bis zum ersten Nicht-#-Symbol.
Ist dieses ein 1, dann akzeptiere. Sonst beginne von vorn. T2.2
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Turingmaschinen: Beispiel Turingmaschinen

Konvention: Wenn §(q,a) = (¢, o/, B), dann verlangen wir, dass
e wenna =r>,dannd =1 und B = R;

e wenn a # >, dann o’ # r>.

Also: ©> bleibt stets am linken Bandende und steht sonst nirgendwo.

Definition Konfiguration

Konfiguration einer TM M hat Form uqv, wobei
e u € I'* Bandbeschriftung links des Kopfes,
e ¢ € () der momentane Zustand,

e v € I'* Bandbeschriftung ab (inkl.) Kopf nach rechts
o uww e {>} (M\{>})"

Die Lange |« einer Konfiguration o = uqu ist |uw|. )

Alle fehlenden Ubergénge wie z.B. (¢, 1) werden auf (qrej; L, N) gesetzt.
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Turingmaschinen | Turingmaschinen |
Mehr Begriffe: Mehr Begriffe:
e Fir Eingabe w € ¥* ist >qow die Startkonfiguration. o DTM akzeptiert Eingabe w wenn die (maximale) Berechnung auf w
e (3 ist Folgekonfiguration von «, endlich und akzeptierend ist, sonst verwirft M die Eingabe w
wenn 3 aus « in einem Schritt hervorgeht. e Von TM M erkannte Sprache ist

Wir schreiben a 5, 8 (formale Def. als Ubung). _
. . . . . L(M) :={w € X* | M akzeptiert w}
Folgekonfigurationen von DTMs sind eindeutig!
o Konfiguration uqu ist akzeptierend, wenn ¢ = qacc,
und verwerfend, wenn ¢ = gye; .

e Berechnung auf Eingabe w ist Folge von Konfigurationen ag, aq, . .. Anm.: Es gibt zwei Wege, auf denen DTM Eingabe verwerfen kann:
(endl oder Unendl.) mit «p Startkonﬂg fr w und (67 |_M Q41 far ¢ 2 0. . Berechnung endet in verwerfendem Zustand
e Endl. Berechnung «y, .. ., ay ist akzeptierend, wenn «;, akzeptierend, * Berechnung ist unendlich (TM terminiert nicht)

und verwerfend, wenn «;, verwerfend.
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Kapitel 2 Entscheidungsprobleme

Eingabe fir TM ist (endl.) Wort aus X*.
Andere Eingaben (Graphen, Zahlen, etc) mlssen kodiert werden.

2.1 Turingmaschinen Definition Problem
NEXT Entscheidungs)problem ist Teilmenge L C >*, fUr ein endliches
q 2.2 Probleme 16sen mittels Turingmaschinen 2Iphabet2 9s)p 9e L=

2.3 Mehrband-Turingmaschinen

2.4 Zeit-Komplexitatsklassen Idee: das Problem ist die Menge aller ,Ja-Instanzen®, z.B.:

2.5 Universelle Turingmaschinen e GAP ist die Menge aller Tripel (G, v,v") mit G = (V, E) Graph
und v,v" € V (geeignet kodiert), so dass v’ von v erreichbar in G

e CLIQUE ist die Menge aller Paare (G, k) so dass G eine k-Clique hat

Wir geben die Kodierung in der Regel nicht explizit an.
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Entscheidungsprobleme | Kapitel 2

Wir setzen ,Turingmaschine mit ,Algorithmus* gleich

Wir interessieren uns flr Algorithmen, die auf jeder Eingabe anhalten
(denn nur solche Algorithmen I6sen ein Entscheidungsproblem).

2.1 Turingmaschinen

Definition Entscheidungsverfahren
TM M entscheidet Problem L: M terminiert auf jeder Eingabe und NEXT ) )
L(M) = L. Dann ist M Entscheidungsverfahren fir L. 2.3 Mehrband-Turingmaschinen

2.2 Probleme l6sen mittels Turingmaschinen

2.4 Zeit-Komplexitatsklassen

Also: wenn M Entscheidungsverfahren fur L ist, dann 2.5 Universelle Turingmaschinen
o akzeptiert M jedes w € ¥ mit w € L durch halten in gac;

e verwirft M jedes w € ¥ mit w ¢ L durch halten in g;.
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Mehrband-TM Mehrband-TM

(Deterministische) Mehrband-TM hat mehrere Bander (endlich viele): Formal, bei & Bandern:
* wie Einband-TM ist sie zu jedem Zeitpunkt in einem Zustand * Ubergangsfunktion hat jetzt die Form
(nicht ein Zustand pro Band!) ((Q\ {ace> @re}) X TF) = (Q x T* x {L, R, N}*)

* Es gibt einen Schreib-/Lesekopf pro Band e bei6(q,a1,...,a1) = (¢,d}, ... d}, By,...,By) ist

o Schri g le Bander aleichzeiti | g a; Symbol, das auf i-tem Band gelesen wird,
in elnerp chritt werden alle Bander gleichzeitig gelesen un a!, Symbol, das auf i-tem Band geschrieben wird,
geschrieben .
B; Bewegung des i-ten Kopfes

* Die Képfe bewegen sich unabhéngig voneinander

e Konfiguration hat Form (q, u1,v1, ..., ug, vg), mit
(z.B.: einer nach links, ein anderer nach rechts)

u; Beschriftung Band i links des Kopfes,

o ) ] v; Beschriftung i-tes Band ab (inkl.) Kopfposition
* Die Eingabe ist auf dem ersten Band (Eingabeband);

alle anderen Bander sind initial mit [>L.11:-- beschriftet e Akzeptanz ist wie flir Einband DTMs definiert.

T2.6 T2.7

e e
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Kapitel 2 | Komplexitatsklassen |

Komplexitétsklasse ist Klasse von Problemen, die mit bestimmter
-Menge“ einer bestimmten Ressource geldst werden kénnen.
2.1 Turingmaschinen

Je nach betrachteter Ressource: “ :
2.2 Probleme l6sen mittels Turingmaschinen sMenge z.B.:
* Zeitkomplexitatsklassen * polynomiell viel
2.3 Mehrband-Turingmaschinen - , ,
* Platzkomplexitatsklassen * exponentiell viel

NEXT
# 2.4 Zeit-Komplexitatsklassen

2.5 Universelle Turingmaschinen . - .
Wesentliche Fragestellung der Komplexitétstheorie:

Wie ist der Zusammenhang zwischen verschiedenen K.-Klassen?
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Zeitkomplexitatsklassen

Definition zeitbeschrankte Funktion, DTime

Fir DTM M und w € ¥* schreiben wir time; (w) = n,
wenn M auf w nach n Schritten hélt.

Sei ¢t : N — N monoton wachsende Funktion mit ¢(n) > n.
M ist t-zeitbeschrénkt, wenn time, (w) < t(n) fir alle w der Léange n.

Wir definieren Zeitkomplexitétsklasse abhangig von Bandzahl:

DTimey(t) := {L C X* | es gibt O(t)-zeitbeschrénkte k-Band-DTM M
mit L(M) = L}

Zeitkomplexitatsklassen

Zum Beispiel:

DTime;(n?): Menge der Probleme, die in quadratischer Zeit
von 1-Band-TM entschieden werden kénnen.
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Relevante Funktionen

Wichtige Funktionen ¢ zur Definition von Zeitkomplexitatsklassen z.B.:
¢ n (linear), n? (quadratisch), n3 (kubisch) und andere Polynome
e 27, 27" 27" und andere Exponentialfunktionen
e n/°9(m) 2l0d(m)* ynd andere quasipolynomielle Funktionen

e 2V und andere subexponentielle Funktionen

Um einen Eindruck von deren Wachstum zu bekommen:

Wolfram Alpha is your friend. :)
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Beispiel:
Betrachte die 1-Band-TM M mit L(M) = {uu | u € {a,b}*} aus T2.2.
M ist 2n2-zeitbeschrankt:

e Bei Eingabe der Lédnge n werden n Symbole verglichen.

e Jeder Vergleich erfordert das zweimalige Uberqueren der Eingabe,
also O(2n) Schritte.

~ Insgesamt O(2n?) Schritte

Also ist L(M) € DTime;(2n?) (und damit z. B. auch € DTime; (2"))
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Mehrband-TM

Viele Bénder vs. wenige:
Bandreduktion / Satz von Hennie und Stearns (1966)
Far alle &£ > 1 und ¢ gilt:

1. DTimex(t) C DTime,(t?)

2. Wenn es ¢ > 0 gibt mit t(n) > (1 + e)n,
dann gilt DTimey (¢t) C DTimex(¢ - log(t)).

Beweisskizze fiir 1.:  (siehe Theor. Inf. 2)

e Repréasentiere k£ Bénder als 2k ,Spuren® auf einem Band:
k Spuren fir Bandbeschriftung, k& Spuren fur Kopfmarker

e Simuliere jeden Schritt der k-Band TM
durch zweimaliges Ablaufen des Bandes.

~ insgesamt O(t(n)?) Schritte
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Mehrband-TM Mehrband-TM

Viele Bander vs. wenige:

Bandreduktion / Satz von Hennie und Stearns (1966)

Daher ist folgende Definition natiirlich:
Far alle £ > 1 und ¢ gilt:

Definition DTime

. DTi C DTi 2
1. DTimey(¢) < DTime (¢7) Fur ¢ : N — N monoton wachsend mit ¢(n) > n definieren wir:
2. Wenn es ¢ > 0 gibt mit ¢(n) > (1 +¢)n, _ .

dann gilt DTimey,(¢) C DTimes (¢ - log(t)). Bime(c)i:= kL>J Bimex(#)
>1

Beweisskizze fiir 2.:

. ) . Im Folgenden
e Um quadratische Zeit zu vermeiden:

Hin- und Herlaufen iiber das gesamte Band umgehen. e ... sind alle weiteren deterministischen Zeitkomplexitatsklassen

. . . . , , mittels DTime definiert
e Dazu geschickt die Spureninhalte rotieren, so dass zu jeder Zeit

die Képfe der Maschine ,nah“ am ,alten Bandende* sind (log. Abstand). e ... verwenden wir also beliebige (endliche) Bandzahl je nach Bedarf

¢ Beim Rotieren braucht man 2. Band als ,Zwischenspeicher*.
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Kapitel 2 | Universelle Turingmaschinen

2.1 Turingmaschinen Manchmal braucht man universelle Turingmaschinen,

) ) ] ] die alle anderen DTMs simulieren kénnen.
2.2 Probleme l6sen mittels Turingmaschinen

Sie sind sozusagen Interpreter fir DTMs, implementiert als DTM.
2.3 Mehrband-Turingmaschinen

2.4 Zeit-Komplexitatsklassen Vorbetrachtung: Jgde DTM lasst sich als ein Wort kodieren.
NEXT (siehe Theor. Inf. 2)

q 2.5 Universelle Turingmaschinen
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Universelle Turingmaschinen Ubersicht Vorlesung

Es gibt eine universelle DTM U, d.h. U erflllt folgende Eigenschaft.

Fir alle DTMs M und Eingaben w fir M gilt: Kapitel 1: Einfiihrung
U akzeptiert code(M)w gdw. M akzeptiert w NEXT Kapitel 2: Turingmaschinen
q Kapitel 3: P vs. NP (Grundlagen)
Beweisidee: (siehe auch Theor. Inf. 2) Kapitel 4: Platzkomplexitéat (Grundlagen)
e Erzeuge zunéachst code(M)code(gow) . Kapitel 5: Orakel (Grundlagen)

e Wenn M bei Eingabe w die Berechnung qow = K1 Fp Ko Fpy - -
ausfihrt, erzeuge sukzessive

code(M)code(kK;), code(M)code(Ks;), code(M)code(Ks), ...

e Jeder einzelne Schritt wird durch mehrmaliges Hin- und Herlaufen
implementiert.
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