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P versus NP

Wir definieren die wichtigen Komplexitatsklassen P und NP
und studieren deren Zusammenhang:

* Definitionen der Klassen, polynomielle Beweissysteme
» Zusammenhang zwischen NP und Nichtdeterminismus
* NP-Vollstandigkeit

* Beispiele fir NP-vollstadndige Probleme

* Komplemente und co-NP

* Isomorphie und spérliche Mengen

e Satz von Ladner und Constraint-Satisfaction-Probleme
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Die Klasse P

Traditionelle Sicht:

Problem ist ,effizient I6sbar” gdw. es in polynomieller Zeit 16sbar ist
(Polynom von beliebigem Grad!)
Entsprechende Komplexitiatsklasse:

P := [ JDTime(n)  (oftauch PTIME)

i>1

Probleme in P nennt man oft auch tractable.
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Die Klasse NP

Die Klasse P

Sehr viele Probleme in der Informatik haben folgende Charakteristik:

Far alle w € ¥* gilt:

e wennw € L (w ist ,Ja-Instanz®),
dann gibt es einen einfach zu verifizierenden Beweis dafir,
der von kurzer Léange ist (polynomiell in der L&nge von w)
e wennw ¢ L (w ist ,Nein-Instanz"),

dann gibt es keinen solchen Beweis.

Diese Beobachtung ist die Grundlage fir die Definition der
Komplexitatsklasse NP.
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Warum ist P eine ,,gute” Komplexitatsklasse?
e Zeitkomplexitat n* mit sehr groBem & ist zwar bedenklich,
aber Polynome mit groBem Grad sind fast nie notwendig.

e Nach erweiterter Church-Turing-These ist die Klasse P
fur alle Berechnungsmodelle identisch (z. B. 1- vs. k-Band-TMs)

e P ist abgeschlossen unter den Ublichen Kompositionsoperationen

auf Algorithmen.

Die letzten beiden Eigenschaften werden z. B. von DTime(n) nicht erfllt.
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Beispiel 1: Cliquenproblem

Beim Cliquenproblem ist der ,Beweis” die Clique selbst:

e wenn (G, k) € CLIQUE, dann gibt es Knotenmenge {v1, ..., vs},
die Clique in G ist;

e wenn (G, k) ¢ CLIQUE, dann gibt es keine solche Menge.

Der Beweis ist einfach zu verifizieren: man kann offensichtlich in
polynomieller Zeit entscheiden, ob gegebene Knotenmenge Clique ist.

Der Beweis ist kurz: nicht gréBer als der Graph.
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Beispiel 2: Rucksackproblem |

Definition Rucksackproblem

Sei M ={ay,...,a;} eine Menge von Gegensténden,
wobei Gegenstand a; Gewicht g; und Nutzen n; hat.

Sei G > 0 eine Gewichtsgrenze und N ein intendierter Nutzen.

Ldsung fir Rucksackproblem (M, G, N) ist Teilmenge R C M, so dass
1. > ¢ <G und

a; ER

a;ER

RP ist die Menge aller Instanzen (M, G, N), fur die eine Lésung existiert. )

T3.2

Beweis fur Ja-Instanz (M, G, N) ist Teilmenge R C M, die 1.+2. erflllt

Offenbar nicht langer als Eingabe & leicht zu verifizieren!
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Beispiel 3: Integer Programming |

Ohne Beweis:

Theorem (Papadimitriou)

Sei G Gleichungssystem mit m Gleichungen, n Variablen
sowie Konstanten, deren Werte durch a beschrankt sind.

Dann gibt es Lésung gdw. es eine Lésung 7 : V' — N gibt
mit 7(z) < n(ma)?>™*! furalle z € V.

~ Also kann man als ,,kleine Beweise‘“ verwenden:
e Losungen, deren Zahlenwerte wie im o.g. Theorem beschrankt sind

e Zahlenwerte sind exponentiell in der GréBe von G, also ist deren
binare Reprasentation nur polynomiell groB (log(2™) ist polynomiell!)
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Beispiel 3: Integer Programming |

Definition Integer Programming

Ein lineares Gleichungssystem G ist eine Menge von Gleichungen der Form
Cl.x1+...+cn.mn:a,

wobei z1,...,z, € V, V Variablenmenge, ¢i,...,¢, € Nunda € VUN.

Ldsung ist Abbildung 7 : V — N, so dass alle Gleichungen in G erfillt sind.

IPROG ist Menge aller Gleichungssysteme G, fir die eine Ldsung existiert. )

T3.3

Gegeben einen Lésungskandidaten kann man offensichtlich
in polynomieller Zeit Gberprifen, ob er Lésung ist (Addition).

Es ist aber nicht offensichtlich, dass es immer kurze Losungen/Beweise
fir IPROG gibt (N hat Elemente unbeschrankter Gré3e).
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Die Klasse NP

Es gibt Tausende solcher Probleme ...

Wir setzen:
»einfach zu verifizieren“: in polynomieller Zeit

~Kurzer Beweis*: Lange des Beweises polynomiell in Ladnge der Instanz

Daraus ergibt sich die Definition der Klasse NP.
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Die Klasse NP

Definition Komplexitétsklasse NP

Sei L C ¥*. Relation R C ¥* x I'* ist Beweissystem fiir L, wenn
e (w,b) € Rimpliziertw € L und (Korrektheit)

e w € L impliziert (w,b) € R fureinb € IT'*
so ein b heil3t Beweis oder Zeuge fur w

(Vollstéandigkeit)

R ist polynomiell, wenn
e es gibt Polynom p, so dass |b| < p(Jw|) fUr alle (w,b) € R

e ReP (d.h.: gegebenw € ¥* und b € T'*
kann DTM in polynomieller Zeit entscheiden, ob (w,b) € R)

NP ist Klasse aller Probleme L, flr die es polynomielles Beweissystem gibt.J

Die Beispiele haben gezeigt:
CLIQUE, RP, IPROG sind in NP.
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P versus NP

P C NP C ExpTime, wobei ExpTime := | J DTIME(20")).

i>1

T3.4
Sehr unbefriedigend:

Fur viele wichtige Probleme in NP (z. B. CLIQUE, RP, IPROG)
ist unbekannt, ob sie in P (also effizient Idsbar) sind!

Es ist sogar unbekannt, ob P # NP (und NP # ExpTime)
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Kapitel 3
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P versus NP

Intuitive Formulierung der P-versus-NP-Frage:

Ist das Finden eines Beweises schwieriger als das Uberpriifen?

Unsere Intuition sagt ja, also P # NP!

In der Tat glaubt eigentlich niemand, das P = NP,
aber ein Beweis konnte seit 50 Jahren nicht gefiihrt werden!

Die P-versus-NP-Frage ...
e ist eines der wichtigsten offenen Probleme der Informatik

¢ wurde vom Clay Mathematics Institute als eins von sieben
Millenium Prize Problems ausgelobt
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P versus NP

Konsequenzen eines Beweises von

P = NP: dramatisch.

Tausende bisher als sehr schwierig eingestufter Probleme
wéren dann wohl effizient I6sbar
(z.B. CLIQUE, RP, IPROG)

P = NP: weniger dramatisch — aber wichtig zu wissen:

Méglicherweise interessante Konsequenzen in Kryptographie
(dort: schwierige Probleme niitzlich statt argerlich!)
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Die Klasse NP

Die Klasse NP hat viele dquivalente Charakterisierungen:

polynomielle Beweissysteme
nichtdeterministische Turingmaschinen
existentielle Logik zweiter Stufe (Satz von Fagin)
randomisierte Beweissysteme (PCP-Theorem)

etc.
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Nichtdeterministische TMs

Nichtdeterministische Turingmaschinen (NTMs) generalisieren DTMs:

o Statt Ubergangsfunktion § haben sie Ubergangsrelation

A C (Q\{‘hcm%ej}) xI'x @ xT x {LvRaN}

(¢,a,q',a’, L) hei3t: wenn M in ¢ ist und « liest, so kann sie
nach ¢’ gehen, o’ schreiben und sich nach links bewegen

Relation: NTM hat u. U. mehrere Méglichkeiten fir nachsten Schritt

Konfigurationen / Berechnungen definiert wie fir DTMs

Es gibt jetzt mehrere Berechnungen auf derselben Eingabe

NTM akzeptiert Eingabe w,
wenn mindestens eine Berechnung auf w akzeptierend
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Nichtdeterministische TMs | Nichtdeterministische TMs

Definition NTime

Fur NTM M und w € ¥* schreiben wir time; (w) = n,

wenn alle Berechnungen von M auf w héchstens n Schritte umfassen. _ S o
Klassischerweise ist diese Charakterisierung sogar

Sei t : N — N monoton wachsende Funktion mit ¢(n) > n. die eigentliche Definition von NP,

M ist t-zeitbeschrénkt, wenn time,; (w) < t(n) fir alle w der Lange n.

Zeitkomplexitatsklasse NTime; () ist definiert als Menge der Probleme

{L C ¥* | 30(t)-zeitbeschr. i-Band-NTM M mit L(M) = L}.
Die P-versus-NP-Frage kann also auch wie folgt verstanden werden:
Wir setzen NTime(t) := | | NTime;(t). . . N L ; .

I z ime(?) Z>U1 ime: (¢) Kann eine nichtdeterministische Maschine in polynomieller Zeit

v, mehr erreichen als eine deterministische Maschine?

Theorem (NTM-Charakterisierung von NP)

NP = | J NTime(n’)

i>1
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Kapitel 3 | NP-Harte

3.1 Definition von P und NP

3.2 P versus NP Bisher ist es fir sehr viele ,typische“ NP-Probleme nicht gelungen

zu zeigen, ob sie in P (effizient I6sbar) sind oder nicht.
3.3 NP und nichtdeterministische TMs

NEX
q 3.4 NP-Harte, NP-Vollstandigkeit Der Begriff der NP-Harte liefert ein Mittel, solche Probleme trotzdem

Is schwierig klassifizi ké .
3.5 Der Satz von Cook als schwierig klassifizieren zu kénnen

3.6 Weitere NP-vollstandige Probleme Starke Indikation dafiir, dass Problem L nicht in P ist:
3.7 Komplemente und co-NP 1. List,mindestens so schwierig“ wie alle anderen Probleme in NP

3.8 Isomorphie von NP-Problemen und der Satz von Mahaney 2. Daraus folgt, dass L nur in P ist, wenn P=NP (also unwahrscheinlich!)

3.9 Zwischen P und NP / Constraint-Satisfaction-Probleme

Ll_u Universitat Bremen 23 w Universitat Bremen 24



Reduktionen

Reduktionen sind zentral in der Komplexitédtstheorie:

e Werkzeug zum Vergleich verschiedener Probleme,
nicht nur im Kontext von NP

e existieren in zahllosen Variationen (flr verschiedene Zwecke)

Definition (polynomielle) Reduktion
Sei L C ¥*, L' C I"*. Eine Reduktion von L auf L’ ist berechenbare
Funktion f : ¥* — I'*, so dass

we L gdw. f(w) e L' furallew e *.

f heiBt polynomiell, wenn f in polynomieller Zeit berechenbar ist.

Wir schreiben L <, L', wenn polynomielle Reduktion von L auf L’ existiert.J

Reduktionen

Intuitiv: L <, L’ bedeutet ,L’ ist mindestens so schwer wie L*.

Denn: Algorithmus fir L’ kann mit nur polynomiellem Mehraufwand
zum Lésen von L verwendet werden!

Theorem

1. P ist abgeschlossen unter polynomiellen Reduktionen:
L' e P und L <, L' impliziert L € P.

2. NP ist abgeschlossen unter polynomiellen Reduktionen:
L"e NP und L <, L' impliziert L € NP.

3. ,Polynomiell reduzierbar” ist transitive Relation:
Ly <, Ly und Ly <, L3 impliziert Ly <, Ls.

w Universitat Bremen 25 |U| Universitat Bremen

NP-Hérte |

Definition NP-Harte, NP-Vollstéandigkeit

Problem L ist
e NP-hart, wenn L' <, L fir alle L' € NP;

e NP-vollstédndig, wenn L sowohl NP-hart als auch in NP.

Ein NP-hartes Problem ist also mindestens so schwer
wie jedes andere Problem in NP.

Beobachtung
Wenn L NP-hartund L € P, dann P = NP.

Solange das P-versus-NP-Problem ungeldst ist,
wird NP-Harte deshalb als ,nicht effizient I6sbar” gewertet.

Kapitel 3

3.1 Definition von P und NP
3.2 P versus NP
3.3 NP und nichtdeterministische TMs

3.4 NP-Hérte, NP-Vollstéandigkeit

NEXT
q 3.5 Der Satz von Cook

3.6 Weitere NP-vollsténdige Probleme
3.7 Komplemente und co-NP
3.8 Isomorphie von NP-Problemen und der Satz von Mahaney

3.9 Zwischen P und NP / Constraint-Satisfaction-Probleme
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NP-Harte

Zwei Ansatze, NP-Harte von Problem L zu zeigen:
1. Zeigen, dass L' <, L fur alle L € NP

2. Zeigen, dass L' <, L fur ein NP-hartes Problem L’

Wenn L NP-hartist und L <, L', dann ist L’ NP-hart. I

U Universitat Bremen

Der Satz von Cook

T3.7

v
W)
29 U Universitat Bremen

Problem SAT: die Menge aller erfiillbaren AL-Formeiln

Theorem (Cook/Levin aka ,Satz von Cook“ aka ,Cook’s Theorem®)
SAT ist NP-vollstandig.

SAT € NP: R = {(p,V) | V ist WZ fir Variablen in ¢, die ¢ erflllt }

ist polynomielles Beweissystem

NP-Hérte: Zeigen, dass Wortproblem jeder polyzeit-beschrankten NTM

polynomiell auf SAT reduziert werden kann.

(Bekannt aus ,Theoretische Informatik 2)

U Universitat Bremen

SAT |

Definition Formel, Wertzuweisung, Erfullbarkeit

Sei VAR unendlich abzahlbare Menge von Aussagenvariablen.

Menge der aussagenlogischen Formeln (kurz: AL-Formeln)
ist die kleinste Menge, so dass:

e Jedes = € VAR ist AL-Formel.
e Wenn ¢, ¥ AL-Formeln, so auch -, ¢ V¥, @ A1.

Wertzuweisung (kurz: WZ) ist Abbildung V : VAR — {0, 1}.
WZ vV wird wie folgt auf zusammengesetzte AL-Formeln erweitert:

o Vimp) =1-V(p)
o V(eny) =min{V(p),V(¥)}
o V(e Vvy) =max{V(p),V(y)}
AL-Formel ¢ ist erfillbar, wenn es WZ V gibt mit V() = 1.

30

Der Satz von Cook |

Sei L € NP und M eine p(n)-zeitbeschrankte NTM mit L(M) = L.

Ziel: gegeben w, finden von AL-Formel ¢,, so dass
1. M akzeptiert w gdw. ¢,, erfillbar und

2. ¢y, in Zeit polynomiell in |w| konstruiert werden kann

Akzeptierende Berechnung von M auf w = ay - - - a,, ist Matrix:

[> q07 al a2 . e an J_ PPN J_

> b q’ as .. an, J_ ce J_

> b q’, b an, 1 1 Op(n)
0..p(n) +1

w Universitat Bremen
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Der Satz von Cook Der Satz von Cook

.. . L . SeiR(i)=i¢+1, N@G()=14, L{#)=4i—1wenni>1, L(0)=0.
Reprasentation der Matrix mittels Variablen: (0) =i+ (i) =3 (5) =i ! (0)

e B, zum Zeitpunkt ¢ ist Zelle i mit a beschriftet; Schritte folgen der Ubergangsrelation:

e K;,: zum Zeitpunkt ¢ ist der Kopf tber Zelle 4; Vrmove = A ((Zgt NKiy AN Bajy) —

) accqrej f F74<
e Z,.: zum Zeitpunkt ¢ ist ¢ der aktuelle Zustand e

firallet <p(n)+1,i<p(n),ael, qeqQ. [ J \/ (Zg 41 N Ent(iyer A Bariasr) )
(g,a,9",0", M)A, M (1) <p(n)+1

) Zellen ohne Kopf &ndern sich nicht:
Gesuchte Formel ¢,, ist Konjunktion folgender Formeln:

_ _ _ o Vkeep = A (~Kit A Bajit = Baitt1)
Berechnung beginnt mit Startkonfiguration fir w = a; - - - a,: t<p(n),i<p(n)+1,a€l
wini = qu() AN Kl,O A B‘>,Q70 AN /\ Bai,i70 A /\ BJ_7i,0. Eingabe wird akzeptiert:
1<i<n n<i<p(n)
@[)acc = \/ (ZQaccat A /\ “ZQrejgt,)
t<p(n) t'<t
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Der Satz von Cook | Kapitel 3

Bandbeschriftung, Kopfposition, Zustand sind eindeutig und definiert:
3.1 Definition von P und NP

waux = /\ _'(Zq,t A Zq’,t) A /\ _‘(Ba,i,t A Ba’,i,t) A /\ _'(Ki,t A Kj,t)
t,q,q9',q7#q’ t,i,a,a’ ,a#a’ ti,§,i%] 3.2 P versus NP
AV Zaurn NV EKiih N \/ Ba.is 3.3 NP und nichtdeterministische TMs
t<p(n) q€Q t<p(n)i<p(n)+1 t<p(n),i<p(n)+1a€l’

. 3.4 NP-Hérte, NP-Vollstandigkeit
Wir setzen nun

Pw = Yini A Ymove N Ykeep A ace A aux- 3.5 Der Satz von Cook
NEXT
Leicht zu sehen: q 3.6 Weitere NP-volistandige Probleme
¢ hat Lange O(p(n)?), kann in Zeit O(p(n)?) generiert werden. 3.7 Komplemente und co-NP

3.8 Isomorphie von NP-Problemen und der Satz von Mahaney

@y erflllbar gdw. M akzeptiert w ' ° 3.9 Zwischen P und NP / Constraint-Satisfaction-Probleme
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3SAT

| 3SAT

Oft ist es jedoch bequemer, nur Formeln in bestimmter Form zu betrachten.

Definition 3SAT
Eine 3-Formel hat die Form

/\(51,1' Vil Vs ;)

wobei die /; ; Literale sind, also Variable oder deren Negation.
Jede Disjunktion (¢1; V £2; V €3 ;) heiBt Klausel.

3SAT ist die Menge aller erflllbaren 3-Formeln.

3SAT ist NP-vollstandig.

3SAT € NP: klar (Spezialfall von SAT)

Beweis NP-Harte: polynomielle Reduktion von SAT

Gegeben AL-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit 3-Formel 1
so dass ¢ erflllbar gdw. v erfillbar.

Idee:

A
[ ]

fihre Aussagenvariable fir jede Teilformel von ¢ ein

Bekannt aus , Theoretische Informatik 2“:

3SAT ist NP-vollstéandig. Hier nur kurze Erinnerung.

w Universitat Bremen

CLIQUE

T3.9 beschreibe das Verhalten von Teilformeln in AL

Konvertiere entstehende Formel in 3-Formel

Resultierende Formel ist nicht aquivalent, aber aqui-erfillbar
T3.10

37 |U| Universitat Bremen 38

| 3-Farbbarkeit |

Ebenfalls bekannt aus ,Theoretische Informatik 2

CLIQUE ist NP-vollstéandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

U Universitat Bremen

Wie CLIQUE sind viele interessante Probleme auf Graphen NP-vollstéandig.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel.

Definition 3-Farbbarkeit
Ungerichteter Graph G = (V, E) ist 3-farbbar, wenn es Abbildung

f:V > {R,G,B}

gibt, so dass {v,v'} € E impliziert f(v) # f(v') (3-Fédrbung).
3F ist die Menge aller Graphen G, die 3-farbbar sind.

Leicht zu sehen: 3F € NP
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3-Farbbarkeit

@ Universitat Bremen

3F ist NP-vollstandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Graph G
so dass ¢ erflllbar gdw. G 3-farbbar

Idee:
e Flhre pro Literal einen Knoten ein.
e \erwende die Farben ,wahr”, ,falsch” und ,hilf.

e Verbinde komplementére Literale mit Kanten,
um konsistente WZ zu erzwingen.

¢ Verwende Teilgraphen, um Erfllltsein jeder Klausel zu erzwingen.

IPROG |

i Ll_u Universitat Bremen

Zur Erinnerung:

Definition Integer Programming

Ein lineares Gleichungssystem G ist eine Menge von Gleichungen der Form
C1 -1+ +Ch Ty =0,

wobei z1,...,z, € V, V Variablenmenge, ¢1,...,c, e Nund o € VUN.

Lésung ist Abbildung 7 : V' — N, so dass alle Gleichungen in G erfiillt sind.

NP-vollstdndige Probleme aus anderen Bereichen

NP-vollstandige Probleme gibt es nicht nur in der Logik und Graphentheorie,
sondern in vielen weiteren Bereichen der Informatik.

1972 veréffentlichte Richard Karp in einem beriihmten Aufsatz
21 solche (und sehr unterschiedliche) Probleme.

Im Buch ,Computers and Intractability“ von Garey und Johnson
finden sich ca. 300 NP-vollstandige Probeme; heute kennt man Tausende!

Wir betrachten zwei weitere Beispiele:
¢ Integer Programming

¢ Rucksackproblem

41 lw' Universitat Bremen

Integer Programming

IPROG ist Menge aller Gleichungssysteme G, fiir die eine Lésung existiert.

IPROG ist NP-vollstandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Gleichungs-
system G so dass ¢ erfiillbar gdw. G Lésung hat.

Idee:
¢ Verwende fir jedes Literal eine numerische Variable.

e Stelle durch Gleichungen sicher, dass diese Variablen
konsistente Werte aus dem Bereich {0,1} erhalten.

¢ Stelle durch zusétzliche Gleichungen sicher,
dass jede Klausel mindestens ein wahres Literal enthalt.

43 lw' Universitat Bremen
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Rucksackproblem (Wdhig.) Rucksackproblem

¢ Es soll ein Rucksack mit gegebener Kapazitat gepackt werden.

e Es gibt eine Menge von zu packenden Gegenstanden RP ist NP-vollstandig.
mit unterschiedlichem Wert und Gewicht.
e Man mdchte Gegenstédnde von maximalem Gesamtwert mitnehmen. Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT
Definition Rucksackproblem Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Rucksack-
Sei M ={ay,...,a;} eine Menge von Gegensténden, problem (M, G, N) so dass ¢ erflllbar gdw. (M, G, N) Losung hat.

wobei Gegenstand a; Gewicht g; und Nutzen n; hat. d
ee:
Sei G > 0 eine Gewichtsgrenze und N ein intendierter Nutzen.

. . . . ¢ Verwende fir jede Variable x; zwei Gegenstande «; und @; .
Ldsung fur Rucksackproblem (M, G, N) ist Teilmenge R C M, so dass

. q e Wenn z; wahr ist, dann ist a; im Rucksack, aber a; nicht;
| C}E:Rgi =G un wenn z; falsch ist, dann umgekehrt.

a;ER

Fur jeden Gegenstand a; ist Gewicht g; gleich Nutzen n; und G = N.

Zusatzlich werden Gegenstande b; und ¢; fir jede Klausel bendtigt.

RP ist die Menge aller Instanzen (M, G, N), fur die eine Lésung existiert. )
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Rucksackproblem | NP-Vollstandigkeit

Beweisdetails.

Sei  3-Formel mit £ Variablen ..., z, und k Klauseln. NP-volisténdige Probleme finden sich auch im taglichen Leben:

Konstruiere Instanz (M, G, N) von RP wie folgt.
o M ={ay,ay,...,a¢,ap, bi,ci,... by, cr} e Minesweeper: Gegeben den momentanen Stand eines Spiels
o Fir alle Gegenstande ist Nutzen = Gewicht; auBerdem N = G. (mit Brett beliebiger GréBe), ist an einer bestimmten (verdeckten) Stelle

o Lo . "
e Alle Nutzenwerte sind (¢ + k)-stellige Dezimalzahlen wie folgt: mit Sicherheit eine Mine versteckt?

® Sudoku: Gegeben ein partiell geldstes Sudoku,
kann es zu einem vollstandig geldsten erweitert werden?

Nutzen von a; (a;):
— Dezimalstelle i ist 1; Rest der ersten ¢ Dezimalstellen ist 0.
— Dezimalstelle ¢+ j ist 1, wenn Literal a; (—z;) * Bundesliga: Gegeben den momentanen Punktestand der Bundesliga

in j-ter Klausel auftritt, sonst 0. (mit beliebig vielen Mannschaften),

kann eine bestimmte Mannschaft noch Meister werden?
Nutzen von b;, ¢; :

— Dezimalstelle ¢ + 7 ist 1, alle anderen 0.

G (=N) hat Dezimaldarstellung 11---133---3

\7_/\7_/
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Kapitel 3 Motivation

NEXT
q
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3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

Definition von P und NP —
Sei 3F die Menge aller nicht 3-farbbaren Graphen.

P versus NP

In welcher Komplexitatsklasse ist 3F?
NP und nichtdeterministische TMs

Wenn 3F in NP i i | ielles Bewei .
NP-Harte, NP-Vollstandigkeit e Wenn 3F in ist, misste es polynomielles Beweissystem geben

Aber was ist polynomieller Beweis dafiir, dass Graph nicht 3-farbbar?
Der Satz von Cook Menge aller méglichen 3-Farbungen? Exponentiell viele!

Weitere NP-vollstadndige Probleme —
e Offensichtlich ist 3F ein Problem, bei dem es kurze und einfach zu

Komplemente und co-NP verifizierende Beweise fiir nein-Instanzen gibt statt fur ja-Instanzen.

Isomorphie von NP-Problemen und der Satz von Mahaney

Zwischen P und NP / Constraint-Satisfaction-Probleme
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Komplemente von Problemen | Komplement-Komplexitatsklassen

Definition Komplement (Problem)
Sei L C ¥* Problem. Das Komplement von List L := %*\ L.

funktioniert also nicht flr die alternative Charakterisierung von NP!

Beispiele:

3F
SAT

CLIQUE (Menge aller Paare (G, k), so dass G keine k-Clique hat)

Deterministische Zeitkomplexitatsklassen wie z.B. P sind

Definition Komplement-Komplexitatsklasse

Sei C Komplexitatsklasse. coC := {L | L € C}

(Menge aller unerfiillbaren AL-Formeln)

Wir interessieren uns hier insbesondere fir die Klasse coNP.
Z.B. sind 3F, SAT, CLIQUE per Definition in coNP.

Weiteres natiirliches coNP-Problem:

unter Komplement abgeschlossen:

Sei C = DTime(t) fur beliebiges t. Dann gilt: L € C impliziert L € C.

Definition Giltigkeit in Aussagenlogik

AL-Formel ¢ ist giltig gdw. jede WZ ¢ erfullt.

Also z. B. fir GAP (Erreichbarkeitsproblem auf gerichteten Graphen): Gilltigkeit ist in coNP, l
GAP € P

(U| Universitat Bremen

Argument aus dem letzten Beweis schlégt fehl fir nichtdeterministische TMs,
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coNP-Vollstandigkeit

Héarte und Vollstandigkeit sind definiert wie fir NP:

Definition coNP-Hérte, coNP-Vollstandigkeit

Ein Problem L ist
o coNP-hart, wenn L’ <, L fir alle L’ € coNP;

e coNP-vollstdndig, wenn L coNP-hart und in coNP.

L ist NP-hart gdw. L coNP-hart. I

3F, SAT, CLIQUE etc. sind also coNP-vollstandig. T3.16

Gultigkeit ist coNP-vollstéandig. I
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NP N coNP |

v
@ NP N coNP

coNP

Damit ergibt sich NP N coNP als weitere interessante Klasse.

NP: kurze/einfach zu verifizierende Beweise fir ja-Instanzen

coNP: kurze/einfach zu verifizierende Beweise flir nein-Instanzen

NP N coNP: beides ist der Fall

(U| Universitat Bremen

P versus NP versus coNP

* ()

@ NP N coNP
coNP

Leicht zu sehen:
P C coNP -
= T3.18

Es wird vermutet:

1. NP # coNP
2. NPncoNP # P
Beide Vermutungen implizieren P # NP:
Wenn P = NP, dann P = NP = coNP (Abschluss P unter Komplement)

Die umgekehrte Implikation ist nicht bekannt.
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NP N coNP

v
@ NP N coNP

coNP

Ein bekanntes Problem in NP N coNP:

Definition Integer-Faktorisierung

Integer-Faktorisierung (IF) ist das folgende Problem:

Gegeben n, k € N, entscheide, ob n einen Faktor < k hat.

IF € NP ncoNP | -
T3.19
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NP N coNP und NP-Vollstandigkeit Kapitel 3

v
@ NP N coNP

coNP

Probleme in NP N coNP sind . .. 3.4 NP-Harte, NP-Vollstandigkeit

3.1 Definition von P und NP

3.2 P versus NP

3.3 NP und nichtdeterministische TMs

e wahrscheinlich nicht NP-vollstandig: 3.5 Der Satz von Cook

3.6 Weitere NP-vollstdndige Probleme
Wenn es ein NP-vollstédndiges L € NP N coNP gibt, dann NP = coNP.
3.7

Komplemente und co-NP

T3.20 NEXT
q 3.8 Isomorphie von NP-Problemen und der Satz von Mahaney
Kryptographie mit dem RSA-Verfahren ist nicht sicher, wenn IF € P
(denn mit binarer Suche lieBen sich dann effizient Faktoren finden). 3.9 Zwischen P und NP / Constraint-Satisfaction-Probleme

¢ natlrliche Kandidaten fiir NP-intermediate Probleme (siehe §3.9)
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Isomorphievermutung | Isomorphievermutung

NP-volistédndige Probleme scheinen alle einander dhnlich zu sein. Hier

e fordern wir Injektivitdt und Surjektivitat

Beobachtung

¢ verschmelzen wir die zwei unabhangigen Reduktionen
Wenn L, L' NP-vollstandig, dann L <, L’ und L’ <, L. zu einer bidirektionalen

Die Reduktionen sind aber nicht unbedingt strukturerhaltend: T3.21 Definition p-Isomorphismus

Polynomielle Reduktion f : ¥* — T'* von L’ auf L ist
p-Isomorphismus, wenn

o Injektivitat nicht gewdhrleistet

z.B. 3SAT <, 3F: Biiektion ist (also iniektiv und suriektiv):
Verdoppeln von Klauseln in 3-Formel andert konstruierten Graphen nicht. O friFpsianlE; - (Elem s ey Une SlliEang)
« Surjektivitat nicht gewahrleistet e nicht nur f, sondern auch 7! in Polyzeit berechenbar ist.

z.B. 3SAT <, 3F: nur Graphen mit bestimmter Struktur konstruiert Existiert so ein f, dann sind L' und L p-isomorph. )

¢ Reduktionen L <, L’ und L’ <,, L sind unabhangig voneinander T3.22
Leicht zu sehen: f~1! ist Polyzeit-Reduktion von L auf L’

Wie ahnlich sind NP-vollstédndige Probleme einander genau?
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Isomorphievermutung

Vermutung (Berman/Hartmanis 1977)

Alle NP-vollstandigen Probleme sind paarweise p-isomorph.

Intuitiv sagt diese Vermutung: alle NP-vollstdndigen Probleme
sind dasselbe Problem, in unterschiedlicher ,Verkleidung®.

Sollte die Vermutung wahr sein, so ist sie nicht leicht zu beweisen:

Wenn alle NP-vollstandigen Probleme paarweise p-isomorph sind,
dann P # NP.

Der Satz von Mahaney

Im Zusammenhang mit der Isomorphievermutung
steht folgendes Theorem Uber Probleme mit wenigen ja-Instanzen.

Definition

Eine Menge L C X* heif3t spdrlich, wenn es ein Polynom p gibt, so dass
L fur jede Wortlange n héchstens p(n) Wérter der Lange n enthalt.

Es ist recht unklar, ob die Isomorphievermutung wahr oder falsch ist.

Alle bekannten NP-vollstdndigen Probleme sind aber p-isomorph.

w Universitat Bremen

Der Satz von Mahaney

l T3.23|

Beachte: wenn |X| > 1, dann erhélt X" exponentiell viele Worter.
Spérliche Mengen sind also Probleme mit sehr wenigen ja-Instanzen.

Satz von Mahaney (1980)

Wenn es eine spérliche Menge gibt, die NP-vollstandig ist, dann P =NP.

Man lernt also etwas Uber die Struktur von NP-vollstdndigen Problemen.

61 |U| Universitat Bremen

Fiir einen Beweis betrachten wir eine geeignete Variante von SAT.

Sei < die lexikographische Ordnung aussagenlogischer WZ.

Definition

LeftSAT ist die Menge aller Paare (¢, V'), wobei
e  eine aussagenlogische Formel ist und
e IV eine WZ (fur die Variablen in ),

so dass es eine WZ V' <V gibt, die ¢ erflllt.

Man tberlegt sich leicht: LeftSAT ist NP-vollstéandig.

Beweis Satz von Mahaney:

Wir nehmen an, dass es eine sparliche NP-vollstandige Menge S gibt,

und zeigen, dass LeftSAT dann in P ist.

(U| Universitat Bremen

Also gilt P=NP.

Kapitel 3

3.1 Definition von P und NP

3.2 P versus NP

3.3 NP und nichtdeterministische TMs
3.4 NP-Hérte, NP-Vollstandigkeit

3.5 Der Satz von Cook

3.6 Weitere NP-vollsténdige Probleme
3.7 Komplemente und co-NP

3.8 Isomorphie von NP-Problemen und der Satz von Mahaney

NEXT

3.9 Zwischen P und NP / Constraint-Satisfaction-Probleme
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NP-intermediate Probleme | NP-intermediate Probleme

Satz von Ladner (1975)

Naheliegende Frage: Wenn P # NP, dann NPI # 0.

Ist jedes NP-Problem in P oder NP-vollstéandig?

Das ist wahrscheinlich nicht der Fall, wie sich bereits bei NP NcoNP andeutete. Uberblick Beweis:

¢ subtiles Diagonalisierungsargument

Definition NP-intermediate

Probleme L € NP \ P, die nicht NP-vollstandig sind, heiBen NP-intermediate. e Starte mit SAT; entferne auf systematische Weise ja-Instanzen
NPl ist die Klasse aller NP-intermediate Probleme. — man erhalt ,SAT mit Lochern* (SATmL)

e Erreiche damit, dass jede mdgliche Reduktion von SAT auf SATmL
fehlschlagt — SATmL nicht NP-hart

Satz von Ladner (1975)
Wenn P # NP, dann NPI 0. ° Halt(? die Lé6cher so klein.wie.méglich,-
damit SATmL trotzdem nicht in Polyzeit geldst werden kann.

Also ist NP-Vollstandigkeit auch dann wichtig, wenn P # NP bewiesen ist! (Details: siehe Arora & Barak, §3.3)
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NP-intermediate Probleme | Constraint Satisfaction
Bisher konnte kein naturliches Problem in NPI identifiziert werden. Constraint-Satisfaction-Probleme (CSPs):
Kandidaten: Natrliche Teilklasse von NP, in der viele wichtige Probleme enthalten sind

e Graph-lsomorphismus: gegeben ungerichtete Graphen G1, G-,
kann man die Knoten in G5 so umbenennen, dass G; = G5 ?

e Log-Clique: enthalt ein gegebener Graph mit n Knoten
eine Clique der GroBe log(n) ?

o Alle Probleme in NP ncoNP, z.B. IF

Deutlich stérkere Variante des Satzes von Ladner: 7. B. 2-Farbbarkeit 2.B. 3SAT

Satz von Ladner, reloaded Es besteht Grund zur Annahme, dass CSP leichter zu analysieren ist als NP.
Wenn P # NP, dann gibt es unendliche Folge L1, Lo, ... € NP, Insbesondere wurde lange vermutet, dass es kein CSP gibt,

sodass furallei > 1 gilt: L;yy <, L; und L; £ Ly - | -|-3_27| das NP-intermediate ist.

Update Okt. 2017: Vermutung durch Bulatov/Zhuk bewiesen (spater mehr)
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Constraint Satisfaction Constraint Satisfaction

CSPs kommen urspriinglich aus der kiinstlichen Intelligenz. Ein CSP ist definiert durch:
Beispiel: Ldsen von Kryptogrammen: e endlichen Wertebereich wie z.B. {0,1,...,9}
o die erlaubten Arten von Constraints, z.B.
SEND o . o o
+ MORE einstellige Constraints der Form “x = 0 (x, z; Variablen)
_ MONEY finfstellige Constraints der Form “z; + x5 + x3 = 1024 + z5”

Kann man den Buchstaben Ziffern so zuweisen, dass die Rechnung aufgeht? Eingabe fir das CSP besteht aus endlicher Menge von Constraints, z.B..

z=0

Weitere Beispiel " SEND
eltere Beispiele: zp+xg+2=10c; +x

p D E . 1 Y + MORE

Konfigurationsprobleme, Bildinterpretation, Scheduling-Probleme usw. Ny +xr+c1 = 10c + g

9 P P 9 - MONEY
usw.
CSPs haben stark kombinatorischen Charakter. und ist ja-Instanz, wenn man den Variablen Werte so zuweisen kann,
dass alle Constraints erfillt sind.
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Constraint Satisfaction | Constraint Satisfaction

Definition Constraint-Satisfaction-Problem Sei CSP die Klasse aller Constraint-Satisfaction-Probleme.

Eine relationale Struktur 21 besteht aus

e einem nichtleeren Wertebereich A und

) ) ) CSP C NP.
e einer Menge R von Relationssymbolen R mit zugeordneter

Stelligkeit nr und zugeordneter Relation R* C A™r. T3.29
Jede endliche relationale Struktur 2 definiert Problem CSP () wie folgt:

) ) Viele bekannte NP-vollstdndige Probleme sind als CSPs darstellbar:
Eingabe: Menge M von Constraints der Form R(x1,...,z,),

wobei R € R n-stellig und z1,...,z, Variablen 3F, k-Farbbarkeit fir jedes feste k > 2, 3SAT,
Ausgabe: ,ja“, wenn es Lésung far M gibt, d. h. IPROG Uber jedem festen Bereich {0, ...,n} usw. T3.30

Abbildung ¢ : VAR(M) — A, so dass
furalle R(z1,...,z,) € M gilt: (§(z1),...,6(z,)) € R¥

und ,nein” sonst

Es gibt aber auch NP-Probleme, die nicht als CSPs darstellbar sind.

Das sieht man mittels Homomorphismen zwischen relationalen Strukturen.
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Homomorphismen CSPs und Homomorphismen

Auch jede Eingabe fiir ein CSP(2() (also jede Constraintmenge M)
kann als relationale Stuktur 9,, aufgefasst werden:

Definition Homomorphismus e Der Wertebereich von 8,, besteht aus den Variablen in M.

Seien 2L, B relationale Strukturen tber derselben Menge von Relations- « Die Relationssymbole und Stelligkeiten sind dieselben wie in 2.

symbolen. .
, . , R3v — o n) | R(ve, ... un) €M
Homomorphismus von B nach 2l ist Abbildung h : B — A, so dass: * {(vn on) | R(vy vn) € M}

Wenn (by,...,b,) € R®, dann (h(b1),...,h(b,)) € R*.

Aquivalente Definition Constraint-Satisfaction-Problem
Jede relationale Struktur 2 definiert Problem CSP(2() wie folgt:

Yy
CSP(A) = {B| B — A}

Wir schreiben 9% — 2, wenn es Homomorphismus von 98 nach 2! gibt.

U Universitat Bremen 73 U Universitat Bremen 74

CSP versus NP | CSP und NP-Intermediate |
NP

Wir kénnen nun den Zusammenhang zwischen CSP und NP untersuchen:
Die Klasse CSP hat in vielerlei Hinsicht CSP
bessere Eigenschaften als NP.

Jedes CSP(%) ist abgeschlossen unter homomorphen Urbildern, d.h.:

Ihre Analyse kann als ein erster (keineswegs trivialer) Schritt

- , . e
UIEI 95 JErIS s el 8 = 35, @RI 18895 [l Inefieiirs auf dem Weg zu einem besseren Verstandnis von NP dienen.

Beweis ist nun einfach, denn Insbesondere wurde 1993 die folgende Vermutung aufgestellt:

Homomorphismen sind unter Komposition abgeschlossen. T3.33
Feder-Vardi-Vermutung

Probleme in NP und auch Probleme in P sind im Allgemeinen Jedes CSP ist entweder in P oder NP-vollsténdig.

nicht unter homomorphen Urbildern abgeschlossen. Dabher gilt:

Die Vermutung impliziert also eine Dichotomie zwischen P und NP:
_ es gibt dann keine CSPs, die NP-intermediate sind.
CSP C NP
Bis 2007 konnte sie nicht bewiesen werden,
T3.34 aber es gab ernsthafte Fortschritte und partielle Resultate.
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Partielle Resultate

Dichotomien fiir Strukturen mit eingeschrénkter Gr6Be

Satz von Schaefer (1978)

Sei 2 eine relationale Struktur mit Wertebereich A = {0,1}.
CSP(2() ist in P, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

1.
2
3.
4
5

6.

Alle Relationen in 2 enthalten das Tupel (1,...,1).
. Alle Relationen in 2 enthalten das Tupel (0, ...,0).

Alle Relationen in 2 sind durch Horn-Formeln definierbar.

. Alle Relationen in 2 sind durch Dual-Horn-Formeln definierbar.

. Alle Relationen in 2l sind durch 2-Formeln definierbar.

Alle Relationen in 2 sind durch affine Formeln definierbar.

Anderenfalls ist CSP(2() NP-vollstéandig.

Dichotomie fir Strukturen der GroBe 3: Bulatov 2006
@ Universitat Bremen

2017: der Durchbruch

l ':3.35'

Partielle Resultate

Dichotomien fiir Strukturen mit eingeschrénkten Relationen

Eine relationale Struktur ist ungerichteter Graph,
wenn sie nur ein einziges Relationssymbol E hat,
welches zudem binér ist und eine symmetrische Relation bezeichnet.

Theorem (Hell und Nesetfil 1990)

Sei 2 ein ungerichteter Graph beliebiger Gré3e.
CSP(2) istin P, wenn 21 2-farbbar ist, und NP-vollstdndig sonst.

Feder und Vardi zeigen aber (1993),
dass eine Klassifikation von gerichteten Graphen (Symmetrie féllt weg)
ebenso schwer ist wie der allgemeine Fall.
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Feder-Vardi-Vermutung unabhéngig bewiesen von

Lance Fortnow (Computational Complexity Blog):

(Rafiey, Kinne & Feder, arxiv.org, Feb. 2017)
—> ist im Juli durch Gegenbeispiel entkraftet worden

Bulatov, Focs 2017
Zhuk, Focs 2017

-l checked with experts in the field and at least one of these papers
and more likely both ought to be correct.”

NP
Jedes CSP ist entweder in P oder NP-vollstandig. \
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