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Ziel des Kapitels

Automatisches Schlussfolgern spielt zentrale Rolle fiir BLen:

e ermoglicht die Entwicklung intelligenter Anwendungen

o die Ausdrucksstarke von Blen ist stark darauf zugeschnitten

Wichtig fiir automatisches Schlussfolgern:

© Entscheidbarkeit der relevanten Schlussfolgerungsprobleme
© moglichst geringe Komplexitat

© Algorithmen, die sich in der Praxis performant verhalten

Dieses Kapitel: Punkt 3

Wir konzentrieren uns auf Erfiillbarkeit (vgl. Lemma 2.9).
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Praktikable Algorithmen

In der Praxis haben sich hauptsachlich als effizient herausgestellt:

@ Tableau-Algorithmen wie in RACER, FaCT++, Pellet, Hermit

@ Resolutionsverfahren

Tableau-Algorithmen:

@ werden heute in den meisten BL-Systemen eingesetzt

e wurden urspriinglich fiir Logik erster Stufe und andere Logiken
entwickelt

@ versuchen, ein (Baum)modell fiir Eingabe zu konstruieren

@ basieren auf der Anwendung von Regeln

Wir betrachten zunachst Erfiillbarkeit ohne TBoxen,
dann mit TBoxen.
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Kapitel 4. Tableau-Algorithmen

@ ALC ohne TBoxen

© ALC mit TBoxen

© Erweiterungen von ALC
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Negationsnormalform

Definition 4.1 (Negationsnormalform)

Ein Konzept ist in Negationsnormalform (NNF), wenn Negation nur
auf Konzeptnamen (also nicht auf zusammengesetzte Konzepte)
angewendet wird.

Lemma 4.2

Jedes Konzept kann in Linearzeit in ein aquivalentes Konzept in
NNF umgewandelt werden.

v

T4.1
Wir nehmen ab jetzt an, dass das Eingabekonzept Cy in NNF ist.
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ALC ohne TBoxen

Kapitel 4. Tableau-Algorithmen

@ ALC ohne TBoxen
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I-Baume

... bilden eine Datenstruktur, die ein (partielles) Baummodell
reprasentiert

Definition 4.3 (I-Baum)
Ein I-Baum fiir Cy ist ein knoten- und kantenbeschrifteter Baum
(V,E, L) mit

@ V Knotenmenge

e E ist Menge beschrifteter Kanten (v, r, v/)
mit v, v/ € V, r Rollenname

o L :V — 25ub(%) jst die Knotenbeschriftung

T4.2
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ALC ohne TBoxen ALC ohne TBoxen

Tableau-Algorithmus Tableau-Regeln

Der Tableau-Algorithmus berechnet eine Folge

Mo, My, . .. Sei (V, E, L) |I-Baum.

M-Regel:
e wahlev € Vund CM D € L(v), sodass {C,D} € L(v)

e erweitere L£(v) um C und D

von Mengen von |-Baumen:
@ My = {Bini} mit B, initialer I-Baum fiir Co:
V = {Vini } G
E:=0 LI-Regel:
L(vini) == {Co} e wihle v € Vund CU D € L(v), so dass {C,D} N L(v) =0

e erweitere £(v) um C oder um D (ergibt zwei I-Baume)
@ M; 1 entsteht aus M; durch Anwendung von Tableau-Regel

(transformiert [-Baum in einen oder mehrere neue I-Baume)
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Tableau-Regeln Tableau-Algorithmus
3-Regel:

e wahle v € V und 3r.C € L(v), so dass

Berechnung von M;,; aus M;:
es kein v/ € V gibt mit (v, r,v’) € E und C € L(V')

@ Auswahl eines B € M; und Anwendung einer der 4 Regeln
@ erweitere V um neuen Knoten v/ und E um (v, r, v’),

@ Regelanwendung: Ersetzen von B durch neuen |-Baum bzw.
setze L(v') = {C}

zwei neue |-Baume (LI-Regel)

V-Regel: Intuition: Regeln machen implizites Wissen explizit.

e wiahle v, v/ € V und Vr.C € L(v), so dass _ o ) )
, , I-Baum ist vollstandig, wenn keine Regel darauf anwendbar ist.
(v,r,v') € Eund C ¢ L(V)

o erweitere £(v’) um C
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ALC ohne TBoxen

Ergebnis

Algorithmus stoppt, wenn alle I-Bdume vollstandig sind.

Dann Riickgabe von
o ,erflllbar”, wenn I-Baum gefunden wurde, der keinen
offensichtlichen Widerspruch enthalt:
{A, ~A} C L(v) fir einen Knoten v und Konzeptnamen A

@ ,unerfiillbar” sonst

T4.3
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Terminierung

§4 Tableau-Algorithmen

Fir Terminierung bendtigen wir die Schachtelungstiefe von
3-/V-Konstruktoren in C:

Die Rollentiefe rd(C) von Konzepten C € sub((p) ist induktiv wie
folgt definiert.

rd(A) = rd(—A) =0
rd(CM D) = rd(CU D) = max(rd(C), rd(D))
rd(3r.C) = rd(Vr.C) = 1+ rd(C)

Lemma 4.4
Fir alle C € sub(() gilt: rd(C) < |C|
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ALC ohne TBoxen

Analyse des Tableau-Algorithmus

Wir miissen nun zeigen, dass der Algorithmus ...

@ terminiert:

Nach endlicher Zeit sind alle erzeugten |I-Baume vollstandig,
und der Algo. kann stoppen und ,,(un)erfiillbar” zuriickgeben.

@ korrekt ist:

Wenn der Algorithmus ,erfiillbar” zurlickgibt,
dann ist das Eingabekonzept auch tatsachlich erfillbar.

© vollstandig ist:

Wenn das Eingabekonzept erfiillbar ist,
dann gibt der Algorithmus auch ,erfillbar” zuriick.

Wir beginnen mit Terminierung.
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ALC ohne TBoxen

Terminierung
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Theorem 4.5 (Terminierung)
Der Tableau-Algorithmus stoppt nach endlicher Zeit.

Beweis in 4 Schritten:

@ Behauptung 1. Es werden nur I-Baume mit einem

Verzweigungsgrad von maximal |Cy| generiert. T4.4
@ Behauptung 2. Es werden nur I-Baume mit einer
Tiefe von maximal |G| generiert. T45

o Behauptung 3. Sei My, My, ... die erzeugte Folge und B € M;
fir ein i > 0. Dann ist B durch die Anwendung von maximal

2
|G|l . | Col < 222Gl —. p
—— ~—
# Knoten im Baum GroBe Knotenbeschriftungen

Regeln entstanden. (folgt kombinatorisch aus Beh. 1 und 2) T 4.6
@ Schritt 4 bendétigt spezielle Ordnungsrelation auf den M; . ..
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ALC ohne TBoxen

Multimengen

Mengen, in denen Elemente mehrfach vorkommen diirfen:

Eine Multimenge iiber einer Menge S ist eine Abbildung
M:S— N,

die die Anzahl des Vorkommens der Elemente bestimmt.

Die meisten Begriffe libertragen sich von Mengen auf Multimengen:
@ Leere Menge @: s+— O firalles e S
e Vereinigung: (M; U My)(s) := Mi(s) + Ma(s)
o Element: s € M gdw. M(s) >0

o Differenz:

(My \ My)(s) = {Ml(S) — Mals) wenn M(s) = ()

0 sonst
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Multimengen

§4 Tableau-Algorithmen

Leicht zu zeigen:

Fakt 4.6
Auch (MM(S), <qmu) ist strikte partielle Ordnung.

Partielle Ordnung < heiBt wohlfundiert,
wenn < keine unendlich absteigenden Ketten hat.

Bsp.: (N, <) ist wohlfundiert, aber (Z, <) und ([0, 1], <) nicht.

Theorem 4.7

Wenn (S, <) wohlfundiert ist, dann ist auch (MM(S), <mul)
wohlfundiert.
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ALC ohne TBoxen

Multimengen

MM(S) bezeichnet die Menge aller Multimengen tber der Menge S.

Gegeben strikte partielle Ordnung (S, <),
ist die Multimengenerweiterung (MM(S), <mu) definiert als:

My <mu M
e D#XC M
o Mh=(M \ X)UY
@ Fir alle y € Y gibt es ein x € X mit x > y.

gdw. 3X,Y € MM(S), so dass:

Also: M, erhalt man aus Mj, indem man einige Elemente entfernt
und durch endlich viele kleinere ersetzt.

Z.B.: {4,1} >mu {3,3,3} >mu {3,3} >mu {3,1,1,1}
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Zuruck zur Terminierung

Theorem 4.5 (wiederholt)
Der Tableau-Algorithmus stoppt nach endlicher Zeit.

Beweis in 4 Schritten:
v/ Behauptung 1. Es werden nur I-Badume mit einem
Verzweigungsgrad von maximal |Cy| generiert.

v/ Behauptung 2. Es werden nur |I-Bdume mit einer
Tiefe von maximal |Cy| generiert.

v/ Behauptung 3. Sei My, My, ... die erzeugte Folge und B € M;
fir ein i > 0. Dann ist B durch die Anwendung von maximal

2
|Col!! |Col < 229F = p
N—— ~—~

# Knoten im Baum GroBe Knotenbeschriftungen

(folgt kombinatorisch aus Beh. 1 und 2)
T4.7 [

§4 Tableau-Algorithmen 20

Regeln entstanden.

@ Schritt 4: Terminierung folgt nun mit Behauptung 3.
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ALC ohne TBoxen

Zurlick zu: Analyse des Tableau-Algorithmus

Wir haben gezeigt, dass der Algorithmus . ..

v terminiert:

Nach endlicher Zeit sind alle erzeugten |I-Baume vollstandig,
und der Algo. kann stoppen und ,,(un)erfiillbar” zuriickgeben.

Wir miissen noch zeigen, dass er ...

@ korrekt ist:

Wenn der Algorithmus ,erfiillbar” zuriickgibt,
dann ist das Eingabekonzept auch tatsachlich erfillbar.

© vollstandig ist:

Wenn das Eingabekonzept erfiillbar ist,
dann gibt der Algorithmus auch ,erfillbar” zuriick.
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Vollstandigkeit: Vorbereitungen

Definition 4.9 (Realisierbarkeit)

Sei B = (V,E, L) ein I-Baum und Z eine Interpretation.
7 realisiert B, wenn es eine Funktion

7V — AT

gibt, so dass gilt:
o (v,r,v') € E impliziert (n(v),n(v")) € rZ.
o C € L(v) impliziert 7(v) € CZ. T49

B ist realisierbar, wenn es Interpretation Z gibt, die B realisiert.

Menge M von |-Baumen ist realisierbar gdw. ein B € M realisierbar.

Beachte:

Ein realisierbarer [-Baum enthalt keinen offensichtlichen Widerspruch.
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ALC ohne TBoxen

Korrektheit

Theorem 4.8

Wenn der Tableau-Algorithmus ,erfillbar® zuriickgibt,
dann ist Cy erfilllbar.

Beweis. Wenn der Algorithmus ,erfiillbar” zuriickgibt, so hat er
einen vollstandigen I-Baum B = (V/, E, L) ohne offens. Widerspruch
gefunden.  Aus B konstruieren wir Interpretation Z wie folgt.
AT =V
rF = {(v,v') | (v,r,v') € E} fiir alle Rollennamen r

AT ={v | A€ L(v)} fir alle Konzeptnamen A

Die Erflllbarkeit von Cy folgt dann aus:

Behauptung. Fiir alle Konzepte C und Knoten v € V gilt:
C € L(v) impliziet v e CT T48
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Vollstandigkeit

Theorem 4.10

Wenn (g erfiillbar ist,
dann gibt der Tableau-Algorithmus ,erfillbar® zuriick.

Beweis. Sei Cp erfiillbar. Nach Theorem 4.5 berechnet der
Algorithmus eine endliche Folge

Mo, ..., M,
von Mengen von |-Baumen.  Wir zeigen:

Behauptung. Fir alle i < nist M; realisierbar. T4.10J

Somit gibt es ein realisierbares B € M, .
Damit ist B vollstandig und ohne offensichtlichen Widerspruch.
Also gibt der Algorithmus ,erfiillbar” zuriick. ]
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ALC ohne TBoxen

Komplexitatsanalyse

Beobachtung:

Die I-Baume konnen hochstens exponentiell groB werden.
(Beweis von Theorem 4.5)

Dieser Worst Case kann tatsachlich eintreten:

@ Sei Vr'.C eine Abkiirzung fiir Vr..--Vr. C.
—_——
i-mal

@ Dann generiert der Erfiillbarkeitstest von

[ 1vr.(3r.BA3r—B)

i<n

einen Baum der GréBe 2. T4.11

Also: mindestens exponentieller Zeit- und Platzverbrauch
(wegen der Baummengen sogar doppelt exponentiell, also 2°2")
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ALC ohne TBoxen

Beispiel fiir Optimierung: Backjumping

. ist eine Form von dependenzbasiertem Backtracking:

@ Fiihre Buch lber die ,,Herkunft” von Knotenbeschriftungen und
Kanten mittels Dependenzmenge.

@ Wenn Backtracking nétig (offensichtlicher Widerspruch),
springe direkt zu einer der Ursachen des Widerspruchs zuriick.

Hat dramatische Effekte in der Praxis. T4.12
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ALC ohne TBoxen

Praktikabilitat

Naive Implementierung ist nicht effizient.

Implementierungsgrundlagen:

@ Es wird nur ein Baum zur Zeit generiert, keine Menge.

@ Bei der LI-Regel muss man sich also entscheiden (Heuristik);
ggf. Entscheidung revidieren (Backtracking).

@ Es wird nur ein Teil des Baumes (Pfad) im Speicher gehalten.

Dariiber hinaus gibt es zahlreiche wirksame Optimierungstechniken,
z. B. Backjumping.
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ALC mit TBoxen

Kapitel 4: Tableau-Algorithmen

© ALC mit TBoxen
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ALC mit TBoxen ALC mit TBoxen

Vorbetrachtungen Tableau-Algorithmus
Ziel:
Entwicklung eines Tableau-Algorithmus fiir Erfillbarkeit in ALC
bzgl. TBoxen Modifiziere vorigen Algorithmus durch Hinzufiigen folgender Regel.
Beobachtung: TBox-Regel:
Jede TBox T ist dquivalent zu einer TBox der Form {T C Cr}: o wihle v € V, so dass G & £(v)
setze daZU CT = CEI;LT_lC L D T4.].3 ) erWeitere ;C(V) um CT
Wir nehmen ab jetzt an, dass Problem: Algorithmus terminiert nicht! T4.14

o die Eingabe Cp in NNF ist und
e die Eingabe 7 die Form {T C Cr} hat mit C7 in NNF.
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Blockieren Blockieren

Definition 4.11 (Blockieren)
Problem: _ )
Algorithmus terminiert nicht, Sei (V, E, £) ein I-Baum und u,v € V.
weil die Tiefe von Baummodellen unendlich sein kann! Dann ist v direkt blockiert durch u, wenn

© u ein Vorganger? von v in Bist und

Losung:
Q@ L(v) C L(uv).

Konstruiere nur ein endliches Anfangsstiick eines Baummodells,
anhand dessen sich die Existenz eines vollstiandigen Modells

_ ) v ist blockiert, wenn v direkt blockiert ist
entscheiden lasst.

oder einen direkt blockierten Vorganger hat.

Dazu miissen wir die Anwendung der 3-Regel einschranken. ®Beachte: ,Vorginger" bedeutet nicht unbedingt ,direkter Vorginger*!

T4.15

o
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ALC mit TBoxen

Blockieren

Geanderte 3-Regel:

3’-Regel:
e wihle v € V und 3r.C € L(v), so dass
v nicht blockiert ist und
es kein v/ € V gibt mit (v, r,v’) € E und C € L(V')

@ erweitere V' um neuen Knoten v/ und E um (v, r,v’),
setze L(v') = {C}

T4.16
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ALC mit TBoxen

Vollstandigkeit

Theorem 4.12

Wenn Cy beziiglich T erfillbar ist,
dann gibt der Tableau-Algorithmus ,erfiillbar® zuriick.

Beweis wie ohne TBoxen:

e Alle My, ..., M, sind realisierbar bzgl. 7. (Induktion)

@ Also enthalt M, einen Baum ohne offensichtlichen Widerspruch.

Unterschiede:

@ Realisierbarkeit wird bzgl. Modellen von 7 definiert.
@ Neuer Fall fir TBox-Regel
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ALC mit TBoxen

Analyse des Tableau-Algorithmus

Wir missen wieder zeigen, dass der Algorithmus . ..

@ terminiert,
@ korrekt ist,
© vollstandig ist.

Wir beginnen diesmal mit Vollstandigkeit.
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ALC mit TBoxen

Korrektheit

Theorem 4.13

Wenn der Tableau-Algorithmus ,erfillbar” zuriickgibt,
dann ist Cy beziiglich 7 erfillbar.

Beweis. Analog zu Theorem 4.8: konstruieren aus vollstandigem
I-Baum B = (V/, E, L) ohne offens. Widerspruch ein Modell Z:
AT = {v € V| v unblockiert}
T ={(v,v)e AT x AT | (v,r,V') € E}

U {(v,u) € AT x AT | 3(v,r,V') € E, V' direkt blockiert von u}
At ={v| A€ L(v)}

Die Erfiillbarkeit von Cy bzgl. T folgt dann aus:

Behauptung. Fiir alle Konzepte C und Knoten v € AT gilt:
C e L(v) impliziet ve Ct
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ALC mit TBoxen

Terminierung

Theorem 4.14 (Terminierung)
Der Tableau-Algorithmus stoppt nach endlicher Zeit. J

Beweis. Dieselben Schritte wie im Fall ohne TBoxen (Thm. 4.5):

@ Behauptung 1. Es werden nur I-Baume mit Verzweigungsgrad
< k:= |G| + |T| generiert.  (Beweis wie in Thm. 4.5)

@ Behauptung 2. Es werden nur |I-Bdume mit einer
Tiefe von maximal 2¥ generiert. T4.18

o Behauptung 3. Sei My, My, ... die erzeugte Folge und B € M;
fir ein i > 0. Dann ist B durch die Anwendung von maximal
23k

ok 22

# Knoten im Baum GroBe Knotenbeschriftungen

Regeln entstanden. (folgt kombinatorisch aus Beh. 1 und 2)
@ Schritt 4: Terminierung wie gehabt mit Beh. 3 (MM-Ordnung). [
Beschreibungslogik SoSe 2018 §4 Tableau-Algorithmen 37

ALC mit TBoxen

Bemerkung zur TBox-Regel

TBoxen verursachen erheblich mehr Backtracking:

Normalisierung von 7 zu {T C [1 —cu D}
CCDeT

~> LI-Regel fiir jede Konzeptinklusion auf jeden Knoten angewendet!

Fir effiziente Implementierung braucht man Optimierungstechniken,
die ,, TBox-Disjunktionen® eliminieren, soweit moglich (Absorption).
T4.19
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ALC mit TBoxen

Komplexitatsanalyse

Beobachtung:

Die |-Baume koénnen hochstens doppelt exponentiell groB
werden.  (Beweis von Theorem 4.14)

Dieser Worst Case kann tatsachlich eintreten:

Lemma 4.15
Es gibt Eingabe Cp, 7T, fiir die der Tableau-Algorithmus einen Baum
von exponentieller Tiefe generiert.

(ohne Beweis)

Also: mindestens 2-exponentieller Zeit- und Platzverbrauch
(wegen der Baummengen sogar 3-exponentiell, also 22°)
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© Erweiterungen von ALC
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Erweiterungen von ALC

Erweiterungen von ALC

Algorithmus kann auf ALCZ, ALCQ und ALCQT erweitert werden.

Das ist teilweise subtiler als erwartet, z. B.:

o ALCT
Offensichtlich: Hinzufiigen von Regeln fir 3r—.C und Vr—.C

Weniger offensichtlich: Blockierungsbedingung muss verscharft
werden, sonst ist Algorithmus nicht korrekt!

Fir ALCQOT ist noch aufwendigere Blockierungsbedingung nétig.
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