Uberblick

Computation Tree Logic (CTL)
@ Grenzen von LTL: kann nicht iiber Pfade quantifizieren
Automatentheorie und ihre Anwendungen
Teil 4: Automaten auf unendlichen Baumen

@ Berechnungsbaume und CTL
@ Ausdrucksvermogen von LTL und CTL im Vergleich
@ Model-Checking mit CTL

Thomas Schneider
Biichi-Automaten auf unendlichen Baumen
1.-15. Juli 2015 @ Definitionen und Beispiele
@ Aaquivalente Automatenmodelle: Muller-, Paritdtsautomaten

@ Abschlusseigenschaften;
Komplementierung von Muller-Automaten /\
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Model-Checking CTL Model-Checking CTL
Und nun ... Erinnerung an LTL (Linear Temporal Logic)
@ System gegeben als Kripke-Struktur S = (S, So, R, ¢)

@ LTL-Formel g beschreibt Pfade, die Eigenschaft E erfiillen

. . @ Beispiel:
0 Model-Checking mit CTL Wenn Fehler auftritt, ist er nach endlicher Zeit behoben.
G(e — F—|e) (e € AV steht fir ,Error")
@ Umwandlung ¢g in GNBA Ag, der zuldssige Pfade beschreibt

l6sen damit Model-Checking-Problem:

o Gilt E fiur alle Pfade ab 5 in S 7
(universelle Variante)

o Gilt E fur mindestens einen Pfad ab Sgin S 7
(existenzielle Variante)

LTL 1977 eingefiihrt durch Amir Pnueli, 1941-2009,
israelischer Informatiker (Haifa, Weizmann-Inst., Stanford, Tel Aviv, New York)
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Model-Checking CTL

Grenzen von LTL

»LTL-Formel ¢ beschreibt Pfade, die Eigenschaft E erfiillen’

Nicht ausdriickbar: zu jedem Zeitpunkt ist es immer méglich,
die Berechnung auf eine gewisse Weise fortzusetzen

Beispiel: ,Wenn ein Fehler auftritt,
ist es moglich, ihn nach endlicher Zeit zu beheben.”

G(e — F—e) oder GF—e sind
@ zu stark in Verbindung mit universellem Model-Checking

@ zu schwach in Verbindung mit existenziellem MC
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Model-Checking CTL

Beispielstruktur Mikrowelle

~Start
~Close
~Heat

~Error

~Start
Close
~Heat
~Error

start oven start cooking

warmup

~Error

aus: E. M. Clarke et al., Model Checking, MIT Press 1999
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Model-Checking CTL

Ein Fall fur CTL

Abhilfe: Betrachten Berechnungsbaume statt Pfaden
Sei also S = (S, So, R, ¢) eine Kripke-Struktur

Berechnungsbaum fiir s5 € Sg

@ entsteht durch ,Auffalten” von § in sy
@ enthalt alle unendlichen Pfade, die in sy starten

d.h.: jeder Zustand s € S hat als Kinder
alle seine Nachfolgerzustiande aus S

S ist eine endliche Reprasentation aller oo Berechnungsbaume

Beispiel: siehe nachste Folie & Tafel °
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Model-Checking CTL

CTL intuitiv

CTL enthalt Pfadquantoren A, E:

Operatoren, die (iber alle oder einige Berechnungen sprechen,
die in einem bestimmten Zustand beginnen

Beispiel: AGEF—e

Fir alle Berechnungen, die hier starten (A),

gibt es zu jedem Zeitpunkt in der Zukunft (G)
eine Moglichkeit, die Berechnung fortzusetzen (E),
so dass irgendwann in der Zukunft (F)

kein Fehler auftritt (—e)

CTL 1981 eingefiihrt durch
Edmund M. Clarke, *1945, Informatiker, Carnegie Mellon Univ. (Pittsburgh)
E. Allen Emerson, *1954, Informatiker, Univ. of Texas, Austin, USA

(beide Turing-Award-Trager 2007)
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Model-Checking CTL Model-Checking CTL

CTL exakt Quiz: zulassige Formeln
Trennung von Zustands- und Pfadformeln: Zur Erinnerung:
Zustandsformeln driicken Eigenschaften eines Zustandes aus (ZF) C:i=p|GAG| GV G| C|EY| A
Ci=plGAGIGVGI=ClEY]AY (FF) wu=Felecl X lale

p: Aussagenvariable;  (, (1, (o: Zustandsformeln; 1): Pfadformel .
( o2 ) Quizfrage: Welche der folgenden Formeln sind zulassig?

Pfadformeln driicken Eigenschaften eines Pfades aus pAqg EFp AXp

Y= FClGCIXC TG UG E(pUq) v
Al(pV —p) U q) v (3quivalent zu AFq)
(C, G, o7 Zustandsformeln) E(pV AXq) X  (E nicht gefolgt von F, G, X, U)
~ in zulassigen CTL-Formeln muss EX(p v AXq) 4
@ jeder Pfadquantor von e. temporalen Operator gefolgt werden EF(p U q) X (U folgt nicht E oder A)
@ jeder temporale Operator direkt einem Pfadquantor folgen EFA(p U q) d
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Model-Checking CTL Model-Checking CTL
CTL-Semantik CTL-Semantik
Sei S = (S, So, R, ¢) eine Kripke-Struktur.
CTL-Formeln werden tber Zustanden und Pfaden von Definition 1

Kripke-Strukturen § = (5, S0, R, {) interpretiert Erfiilltheit von Zustandsformeln in Zustanden s € S

Schreibweisen skEp falls  p € {(s), fir alle p € AV

sE ¢ falls s £ ¢

sEGQAG falls sE¢Gunds E (& (analog fiir (1 V (3)
s |E EY falls 7 [= ¢ fir ein m € Paths(s)

s E Ay falls 7 |= ¢ fir alle 7 € Paths(s)

Erfulltheit von Pfadformeln in Pfaden 7w in S

@ s = ( fir Zustande s € S und Zustandsformeln ¢
e m =1 fir Pfade 7 und Pfadformeln ¢

Hilfsbegriffe

@ Paths(s):  Menge aller Pfade, die in Zustand s beginnen T XC falls (1] ¢ (analog fir FC und GC)
° 7T[i]: i-ter Zustand auf dem Pfad = . - IZ GUG falls 7.(.[]] |: (> fiireinj >0
d.h. wenn ™ = sps157 ..., dann 7[i] =s; und k] k= 1 fiir alle k mit i < k < j

Schreiben S | (¢ falls sy = fiir alle sp € Sp
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Model-Checking CTL Model-Checking CTL

Zuriick zu unseren Beispielen: Spezifikationen in CTL Zuriick zu unseren Beispielen: Spezifikationen in CTL
Beispiel Nebenlaufigkeit Beispiel Mikrowelle
@ ,Wenn Fehler auftritt, ist er nach endlicher Zeit behoben.”

@ Beide Teilprogramme sind nie zugleich im kritischen Bereich.

AG—I(P12 N ,022) (pi € AV: ,Programmzahler in Zeile i*) AG(e - AF_le) (e € AV steht fiir , Error”)

@ ,Wenn Fehler auftritt, kann er nach endl. Z. behoben werden*

o Jedes Teilprog. kommt beliebig oft in seinen krit. Bereich.
AG(e — EF—e)

AGAFp1» A AGAFpy)
o ,Wenn die Mikrowelle gestartet wird,
beginnt sie nach endlicher Zeit zu heizen.”

AGEFp1> N AGEFpx; AG(S — AFh) (s, h € AV stehen fir ,Start” bzw. , Heat")

o Jedes Teilprog. kann beliebig oft in seinen kB kommen.

@ ,Wenn die Mikrowelle gestartet wird,

Liveness properties: ist es moglich, dass sie nach endlicher Zeit zu heizen beginnt.”

AG( besagt: ,,( ist in allen Berechnungen immer wahr" AG(s — EFh)
AGAF( besagt: ,( ist in allen Berechnungen oo oft wahr"
AGEF( besagt: , jede begonnene Berechnung kann so fortge- Progress properties: AG((1 — AF(2), AG((1 — EF(3) bedeuten:
setzt werden, dass ¢ irgendwann wahr wird." Wann immer (; eintritt, ist nach endlicher Zeit (, , garantiert"
Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Baume 13 Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Baume
Model-Checking CTL Model-Checking CTL

CTL und LTL beziiglich Ausdrucksstarke unvergleichbar! Model-Checking fiir CTL (Skizze)

z.B. sind AFAGp und FGp nicht aquivalent:

(Jso ST 45 Standard-Algorithmus (,,bottom-up labelling”, ohne Automaten):
Betrachte S wie rechts Q O
o alle Pfade 7 € Paths(so) erfiillen FGp Eingabe: Kripke-Str. S, Zust. sg, CTL-Zustandsformel ¢
Frage: s 7
o aber S £ AFAGp: geiso = ¢
sos1sy [~ Gp wegen p & /(s1) Vorgehen:
= s [£ AGp weil sps153" € Paths(so) e Stelle ¢ als Baum dar (Bsp. siehe Tafel) o
= s§ & FAGp weil s& nur aus sy besteht

@ Gehe Baum von unten nach oben durch
und markiere Zustande s in & mit der jeweiligen Teilformel,

Insbesondere gibt es wenn sie in s erfillt ist °

o keine zu AFAGp aquivalente LTL-Formel (o. Beweis) o Akzeptiere gdw. sop mit ¢ markiert ist

= s £ AFAGp weil sy’ € Paths(sp)

@ keine zu FGp aquivalente CTL-Formel (0. Beweis)
Komplexitat: P-vollstandig

Erweiterung von LTL und CTL: CTL* (zur Erinnerung: LTL-MC ist PSPACE-vollstandig)
CTL*: 1986 von E. A. Emerson und J. Y. Halpern (*1953, Inform., Cornell)
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Model-Checking CTL Baumautomaten

Model-Checking fiir CTL mit Baumautomaten Und nun ...

Automatenbasierte Entscheidungsprozedur fiir CTL

@ basiert auf alternierenden Baumautomaten
(Erweiterung des Begriffs der nichtdeterminist. Baumautomaten)

@ hier nicht behandelt

Verwandt:

Automatenbasierte Entscheidungsprozedur fiir CTL*-Erfiillbarkeit © Automaten auf unendlichen Baumen

@ basiert auf , klassischen” Rabin-Baumautomaten
@ technisch aufwandige Konstruktion

@ hier ebenfalls nicht behandelt

Es folgt:
Uberblick klassische nichdeterministische Baumautomaten
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Baumautomaten Baumautomaten
Baumautomaten: Grundbegriffe Skizzen zu den Grundbegriffen
Betrachten unendlichen vollstandigen Binarbaum Positionen und Pfade im Binarbaum

e Positionen: alle Woérter aus {0, 1}*

@ jeder Knot hat link d rechtes Kind: p0, p1 ‘
jeder Knoten p hat linkes und rechtes Kind: p0, p 1 bl Minde 10 (ids) et 11 (et )

e Tiefe von Knoten p: |p|

e Ebene k: alle Knoten der Tiefe k Tiele vou 1. 2

@ py ist Nachfolger von p;, geschrieben p; C py, Bbeue 2: Kaoten 00,0119, 19

wenn pp; = ppp fir ein p € {0,1}*

Pfad: Teilmenge 7 C {0,1}* mit e € 7 und: _?Eoi& 1.10,101,..§
@ wenn p € m, dann genau eins der Kinder p0, pl in 7

@ Vk: von allen Knoten der Ebene k ist genau einer in 7 Beispiel-X-Baum, () Lle)=a

¥-Baum ¢ (Alphabet ¥ ohne Stelligkeit): > ={a b} & ® wol=a  tl)=l

Funktion t : {0,1}* — X @{ L) (4 \@

Skizze: siehe Tafel °
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Baumautomaten

Baumautomaten: etwas mehr Notation (1)

t=t[p — t]:
der Baum, den man aus t erhalt, wenn man den Teilbaum,
der in p wurzelt, durch t; ersetzt

Skizze:
t ¢,

\7)

exakte Beschreibung:

R ti(p”) wenn p’ = pp”
t(p') = { , ,
t(p’) wennplZp
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Baumautomaten

Baumautomaten: Definition

Definition 2
Ein nichtdeterministischer Biichi-Baumautomat (NBBA) iiber
ist ein 5-Tupel A = (Q, X, A, I, F), wobei
@ Q eine endliche nichtleere Zustandsmenge ist,
> ein Alphabet ist
A C QX X x QX Q die Uberfiihrungsrelation ist,

I C Q die Menge der Anfangszustande ist,
e F C @ die Menge der Endzustande ist.

(entsprechen offenbar Top-down-Automaten)
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Baumautomaten

Baumautomaten: etwas mehr Notation (2)

t= a(t(), tl):
der Baum mit Wurzel a und Teilbdumen tg, t; in den
Waurzelkindern 0, 1:

Skizze:

e ﬁ%/\wjﬁﬂ .
/\ 7 /&%

exakte Beschreibung:
a wenn p = ¢
t(p) = { to(p’) wenn p = 0p’
t1(p’) wenn p = 1p’
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Baumautomaten

Muller- und Paritats-Baumautomaten

Definition 3

Ein nichtdeterministischer Muller-Baumautomat (NMBA) iiber ©
ist ein 5-Tupel A = (Q, X, A, I, F), wobei

e Q,X, A, wie fir NBBAs sind
o F C 29 die Akzeptanzkomponente ist

Ein nichtdeterministischer Paritdts-Baumautomat (NPBA) (iber *
ist ein 5-Tupel A = (Q, X, A, [, ¢), wobei

e Q,X,A, | wie fir NBBAs sind
@ ¢ : Q — N die Akzeptanzkomponente ist

(Rabin- und Streett-Baumautomaten wie iiblich definiert)
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Baumautomaten

Runs auf Baumautomaten

Run = Markierung der Positionen in {0, 1}* mit Zustanden,
vertraglich mit Anfangszustinden und Uberfiihrungsrelation

Definition 4

Ein Run eines NBBA (NMBA, NPBA) A auf einem X-Baum t
ist eine Funktion r : {0,1}* — Q, so dass

e r(e) €I,
o fir alle p € {0,1}* gilt: (r(p), t(p), r(p0), r(pl)) € A

Erfolgreicher Run: vertraglich mit Akzeptanzkomponente
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Baumautomaten

Akzeptanz und erkannte Sprache

. sind wie Ublich definiert:

Definition 6

Sei A ein NBBA, NMBA oder NPBA,
sei t ein X-Baum und L eine Menge von 2-Baumen.

o A akzeptiert t,
wenn es einen erfolgreichen Run von A auf t gibt.

o L,(A) = {t| A akzeptiert t}

@ L heiBt Biichi-erkennbar,
wenn es einen NBBA A gibt mit L, (A) = L.

@ Analog: Muller-erkennbar und paritats-erkennbar

Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Baume
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Definition 5

Baumautomaten

Erfolgreiche Runs

Sei r Run eines NxBAs A und 7 ein Pfad
Betrachten wieder Unendlichkeitsmenge

Inf(r,7) = {q € Q| r(p) = q fiir unendlich viele p € 7}

@ Run r des NBBA A = (Q, X, A, I, F) ist erfolgreich, falls
fur alle Pfade 7 gilt: Inf(r,7)NF # 0

@ Run r des NMBA A = (Q, X, A, I, F) ist erfolgreich, falls
fur alle Pfade m gilt: Inf(r,7) € F

@ Run r des NPBA A = (Q, X, A, I, ¢) ist erfolgreich, falls
fur alle Pfade 7 gilt: min{c(q) | ¢ € Inf(r, )} ist gerade
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Baumautomaten

Beispiele (Biichi)

o NBBA A = ({A, B}, {a b}, A, {A}, {A}) mit
A={(AaAA), (B aAA), (Ab,B,B), (B,b, B, B)}

Skizze: AfB AR

L,(A) = {t | jeder Pfad hat oo viele a's}

o derselbe NBBA, aber mit F = {B}
L,(A) = {t | jeder Pfad hat oo viele b's}

o derselbe NBBA, aber mit F = {A, B}
L,(A) = {t| tistein Xx-Baum}
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Baumautomaten Baumautomaten

Beispiele (Biichi) Beispiele (Muller)

o NBBA A= ({A B, X}, {a b}, A, {A}, {A X}) mit A = o NMBA A = ({A, B}, {a, b}, A, {A}, {{A}}) mit

{(A7a>A7X)7 (B,B,A,X), (A7 b> B,X), (87 b7 B,X), (X7 37X7X)7 A = { (/47 37A,A), (B7 37A,A), (A, b, B, B), (B, b, B, B)}
(A a, X, A), (B,a,X,A), (A b,X,B), (B,b,X,B), (X,b,X,X) } As

Skizze: A/C Skizze: / ,fl/e
V2 \ ; x N , ’(’/ \ . / \"w
AN x} usi ‘ A A B B

L,(A) = {t | jeder Pfad hat endlich viele b's} (!)

L,(A) = {t | t hat mind. einen Pfad mit oo vielen a's} o derselbe NMBA, aber mit F = {{B}}
L,(A) = {t | jeder Pfad hat endlich viele a's}

o derselbe NBBA, aber mit F = {B, X}

_ _ _ _ o derselbe NMBA, aber mit F = {{A, B}}
L,(A) = {t | t hat mind. einen Pfad mit oo vielen b's}

L,(A) = {t | jeder Pfad hat oo viele a's und oo viele b's}

o derselbe NBBA, aber mit £ = {X}:  L,(A4) =0 o derselbe NMBA, aber mit F = {{A}, {B}}
o derselbe NBBA, aber mit F = {A, B} L,(A) = {t | jeder Pfad hat endl. viele b's oder endl. viele a's}
Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Baume 29 Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Baume
Baumautomaten Baumautomaten
Beispiel (Paritat) Blichi- versus Muller-Erkennbarkeit
Satz 7

Zur Erinnerung: @ Jede Biichi-erkennbare Sprache ist Muller-erkennbar.

Run rist erfolgreich, wenn fur a”e Pfade T g T g||t e NiCht_]ede Muller-erkennbare SpraChe jst Blichi-erkennbar.

min{c(q) | g € Inf(r,7)} ist gerade Beweis.

© Wie im letzten Kapitel.
NPBA A = ({A, B}, {a b}, A, {A}, c) mit o @ Idee:

o Betrachten L = {t | jeder Pfad in t hat endlich viele a's};
nehmen an, L werde von NBBA A mittels Run r erkannt

A={(AaAA), (B,a,AA), (A b,B,B), (B,b,B,B)}

c(A) =1 o Bestimme Baum t € L und Pfad, auf dem zwischen zwei
c(B) =2 Besuchen desselben EZ ein a auftritt
o ,Pumpe” t, r so auf, dass dieser Teilpfad sich oo oft wiederholt
L,(A) = {t | jeder Pfad hat endlich viele a's} % Neuer Baum wird akzeptiert, aber neuer Pfad hat oo viele a's
Details: s. Tafel o[]
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Baumautomaten

Folgerung aus dem Beweis von Satz 7

Folgerung 8

Die Klasse der Biichi-erkennbaren Baumsprachen ist
nicht abgeschlossen unter Komplement.

Man kann Satz 7 starker formulieren (ohne Beweis):

Satz 9

Die Menge der Baumsprachen, die Muller-, aber nicht
Blichi-erkennbar sind, ist

{La | L ist NBA-erkennbar, aber nicht DBA-erkennbar}.

(L C ¥ ist eine w-Sprache
La = Menge aller X-Baume, deren Beschriftung entlang jedes Pfades in
L liegt)
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Baumautomaten

Details der Konstruktion (1)

Sei A=(Q,X,A,I,F) NMBA mit |Q| = n.
Konstruieren NPBA A’ = (Q, X, A, I, ¢) mit Zustanden

Q ={(q1-*-qn, £) | g1+ qy ist Permutation von Q,

ce{l1,...,n} }

Idee:

@ g, ist der zuletzt besuchte Zustand auf dem aktuellen Pfad,
gn—1 der zuletzt besuchte Zustand # g, usw.

@ [ ist Position von g, in der vorangehenden Permutation

Skizze: siehe Tafel
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Baumautomaten

Paritats- versus Muller-Erkennbarkeit

Satz 10

@ Jede paritits-erkennbare Sprache ist Muller-erkennbar.

@ Jede Muller-erkennbare Sprache ist paritits-erkennbar.

Beweis.

Q@ Wie im letzten Kapitel.
Q Idee:
o Wandeln NMBA A mit n Zustinden in NPBA A’ um

o A’ ,merkt sich®, in welcher Reihenfolge die n Zustande zuletzt
gesehen wurden (Permutation gy -« - g, von Q)

o A’ stellt sicher, dass ab einem gewissen Zeitpunkt
genau die Endzusténde von A dauerhaft am Ende der
Permutation stehen
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Baumautomaten

Details der Konstruktion (2)

Zeigen zunachst folgende Hilfsaussage (HA) Gber Zustande von A’

Sei q1g2q3 . .. eine Folge von Zustanden aus Q;
sei 515253 ... die zugehorige Folge von Zustanden aus Q'
mit s = (t1 -+ th—1q1, 1) und s; = (perm;, ¢;) fur alle i > 0.

Dann gilt Inf(gq1g2g3...) = S mit |S| = k gdw.
@ Fir endlich viele i ist ¢; < n— k und
@ Fiir unendlich viele i gilt:
(a) i=n—k+1 und

(b) Die Menge der Zustinde in den Positionen n — k + 1,...,n
in perm; ist S

~—
letzte k Positionen

Beweis der Hilfsaussage: siehe Tafel °
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Baumautomaten

Details der Konstruktion (3)

Koénnen nun Konstruktion fortsetzen:

I = {(tl ceetp_19, 1) | g €Lty e - - ty—q ist Perm. von Q\{q}}

A = {((’1 e in—li, €>7 a, <I{ e I.,/7_1i/, €l>’ <Illl . i,,1,—1i”’ E”)) |
o (i,a,i",i") €A

Ha 4
@ ifee-i

! _, entsteht aus iy « + + i1/ durch Léschen von //

@ i/« " | entsteht aus iy + + + i,—1i durch Loéschen von "

@ ¢’ = Position von i’ in iy« ip_1i

@ (" = Position von i’ in i+ - ip_1i }

o(s) = 2/ falls s =(qg1++-qn, ) und {q¢,...,qn} € F
20+ 1 fallss=<(q1+--qn, ¢) und {qs,...,qn} & F

Beweis der Korrektheit: siehe Tafel o []
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Komplementierung
Und nun ...
© Komplementierung
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Baumautomaten

Abschlusseigenschaften

Satz 11
Die Klasse der . ..

© Biichi-erkennbaren Sprachen ist abgeschlossen unter U und N,
aber nicht unter —.

@ Muller-erkennbaren Sprachen ist abgeschlossen unter U, N, .

v

Beweis:

Q@ U N wie gehabt;
© U N wie gehabt;

~ siehe nachsten Abschnitt

~ siehe Folgerung 8.

o]

Thomas Schneider

Uberblick

Ziel dieses Abschnitts:

Automatentheorie 4: unendliche Badume

Komplementierung

Lésen Komplementierung mit Hilfe eines bekannten Resultates
iber Gewinnstrategien in einer bestimmten Art (abstrakter) Spiele

Vorgehen:

@ Ordnen jedem Baumautomaten A und Baum t ein
Zweipersonenspiel G4 ; zu
@ Dann wird leicht zu sehen sein:
A akzeptiert t < Spieler 1 hat Gewinnstrategie in G4 ¢
@ Ein Resultat aus der Spieltheorie impliziert:
In G4+ hat immer genau ein Spieler eine Gewinnstrategie,
die nicht vom bisherigen Spielverlauf abhangt
o Konstruieren A’, so dass gilt:
A’ akzeptiert t < Spieler 2 hat Gewinnstrategie in G4 ¢
Dann folgt L,(A’) = L,(A)

Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Bdume
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Komplementierung

Intuitive Beschreibung des Spiels G 4 ¢

Zwei Spieler Aut (Automat), PF (Pfadfinder)
@ sind abwechselnd an der Reihe

@ bewegen sich in jeder Runde einen Schritt im Baum durch
Markieren von Positionen mit Zustanden; zu Beginn: (¢, q/)

In jeder Runde wahlt
@ Aut eine Transition, die auf die markierte Position anwendbar ist

@ PF einen Kindknoten und verschiebt Markierung dorthin

Spiel lauft oo lange, erzeugt oo Folge r = qog1g2 von Zustianden
(bestimmt durch die gewahlten Transitionen)

Aut gewinnt, wenn r der Akzeptanzbedingung von A entspricht;

sonst gewinnt PF
(d. h. Aut versucht, A zum Akzeptieren zu bringen; PF versucht das zu verhindern)

Skizze: s. Tafel °
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Komplementierung

Spielstrategien

Strategie ab Spielposition v fiir Spieler X € {Aut, PF}:

Funktion, die jeder Zugfolge v ... v/ mit v/ Spielposition fir X

einen in v/ moglichen Zug zuweist
(legt fest, welchen Zug X in jeder von v aus erreichbaren Spielposition macht)

Gewinnstrategie fir Spieler X € {Aut, PF}:

Strategie, die sicherstellt, dass X gewinnt,
unabhdngig von den Ziigen des Gegenspielers

geddchtnislose Strategie:

Strategie, die nur von v/ abhiangt, nicht von den vorigen Positionen
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Komplementierung

Genaue Beschreibung des Spiels G4+

Spiel ist ein unendlicher Graph
@ Knoten sind die Spielpositionen:
o fur Aut: {(p,q) | p € {0,1}*, g € Q} (Positionen im Baum)

o fir PF: {(q,t(p),q0,q1) € A | p € {0,1}*} (Transitionen)

e Kanten sind die moglichen Spielziige:
o (p,q) = (¢',t(p"), q0,q1), wenn p = p’ und g = ¢’
° (q,t(p), 90, q1) — (p’,q’), wenn ¢’ = g; und p’ = pi fir ein i

e Startknoten: (g, q)) fir g € I (0.B.d.A. I ={q/})

Jede mogliche oo Folge von Spielziigen entspricht
einem oo Pfad in G4 ¢

Knoten v’ erreichbar von Knoten v:
es gibt endliche Folge von Spielziigen von v nach v

Thomas Schneider

’
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Komplementierung

Akzeptanz mittels Gewinnstrategien

Lemma 12

Seien A = (Q, X, A, {q}, Acc) ein NxBA und t ein ¥-Baum.
Dann gilt:

t € L,(A) < Aut hat Gewinnstrategie in G4+ ab Position (¢, q)

Beweis:

Konstruiere Gewinnstrategie direkt aus einem erfolgreichen Run
und umgekehrt

Details: s. Tafel o []
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Komplementierung

Determiniertheit von Paritatsspielen

Klassisches Resultat aus der Spieltheorie, hier nicht bewiesen:

Satz 13 (Emerson & Jutla 1991, Mostowski 1991)

Alle Parititsspiele sind gedachtnislos determiniert:
genau einer der Spieler hat eine gedachtnislose Gewinnstrategie.

Folgerung 14
Seien A = (Q, %, A, {qi}, Acc) ein NxBA und t ein X-Baum.

Dann gibt es fiir jede Spielposition v in G4+ — und insbesondere

fiir (¢, q;) — eine gedachtnislose Gewinnstrategie fiir Aut oder PF.

Folgerung 15 (aus Lemma 12 und Folgerung 14)

t € L,(A) < PF hat gedachtnislose GS ab (e, q;) in G

Ziel: konstruieren NPBA, um deren Existenz zu testen

Thomas Schneider Automatentheorie 4: unendliche Baume

Komplementierung

Existenz von Gewinnbdumen (GB)

Sei A =(Q,X, A, {qi}, c) ein NPBA und t ein X-Baum
Zwischenziel: Prifen, ob gegebener F-Baum s kein GB ist

Idee:
@ Benutzen NPA A’

o A’ prift fur jeden Pfad 7 in t und jeden moglichen Spielzug
von Aut separat, ob Akzeptanzbedingung von A erfiillt ist

(w-Wortautomat!)

~» A’ akzeptiert > 1 Pfad < s ist kein Gewinnbaum fiir t

A’ arbeitet auf Woértern der folgenden Form, mit m = mymoms3 ... :

(s(e), t(e),m) (s(m), t(m1),m2) (s(mama), t(mima), 7s)

Sei Ls ; die Sprache aller dieser Worter

Beispiel: s. Tafel °
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Komplementierung

Gewinnbaume

Betrachten gedachtnislose Gewinnstrategien fiir PF als Menge von
Funktionen

fo : A — {0,1}

Idee: f, weist jeder Transition, die Aut in Baumposition p wahlt,
einen Spielzug (Richtung 0/1) zu

fur jede Baumposition p € {0,1}*

e Sei F die Menge dieser Funktionen

@ Ordnen die f, in einem F-Baum s an (Strategiebaum)

Gewinnbaum fiir t:
ein F-Baum, der eine Gewinnstrategie fiir PF in G4 ; kodiert

Folgerung 16 (aus Folgerung 15)

t € L,(A) & es gibt einen Gewinnbaum fiir t

Neues Ziel: konstruieren NPBA, um Existenz Gewinnbaum zu testen
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Komplementierung

Konstruktion des Wortautomaten fiir Gewinnbaume
Sei A= (Q,X,A, {qi}, c) ein NPBA und t ein X-Baum
Konstruieren NPA A" = (Q, X', A?, {q/}, c) wie folgt:

o v ={(fai)|feF acx, ic{01}}
o Q,cwiein A
°o A = {(q, (f,a,i), q,’> ’ (f,a,iy € X i€ {0,1},

es gibt 0 = (q,a, g, q1) € A mit f(0) = i}

(wollen Akzeptanz von A priifen)

A’ priift fir jeden méglichen Zug von Aut, ob Aut gewinnen kann

Lemma 17
s ist ein Gewinnbaum fiirt < Ls: N L,(A") =0 ’

Beweis: s. Tafel o []
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Komplementierung Komplementierung

Konstruktion des Komplementautomaten fiir A (1) Konstruktion des Komplementautomaten fiir A (2)
Gesucht: (siehe Folgerung 16)
H — 124 ne 4 " H i .
NPBA B, der t akzeptiert gdw. es einen Gewinnbaum fiir t gibt J Sei nun der NPBA BB = (Q”, L, A™, g/, c"') wie folgt definiert:

_ e Q”,q),c"” werden von A” iibernommen
Wegen Lemma 17 muss B akzeptieren gdw. Ls: C L, (A’)

o ANeU = {(q, a, qo, q1) ) es gibt f € F mit

Konstruktion von B in 2 Schritten:
7f7,.7i A”f" :071
St 1 (9:4F.2.00.01) € A" fir i = 0.1}
e Sei A” = (Q", Y, A", q;’, c’’) der DPA mit L, (A”) = L,(A’)

o A’ ist deterministisch: Safra-Konstruktion

(+ Umwandlung zwischen den Automatentypen) Lemma 18

Es bleibt zu zeigen:

Schritt 2 L,(B) = L,(A)
B soll auf jedem Pfad von t

o A" laufen lassen Beweis: siehe Tafel o []

@ und ,parallel” dazu eine Strategie fir PF raten
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Komplementierung Komplementierung

Das Resultat

Satz 19 (Rabin 1969)
Fiir jeden NPBA A gibt es einen NPBA B mit L,(B) = L,(A).

... Es darf aufgeatmet werden ... @) Beweis: Direkte Konsequenz aus Folg. 16 und Lemmas 17, 18 [

Bemerkungen zur Komplexitat der Konstruktion
@ Sei n=|Q| (Anzahl der Zustande von A)
@ Dann hat A’ dieselben n Zustinde
o A’ kann so konstruiert werden, dass |Q”| € O(2"'°8 ")

~» B hat O(2"'°8 ") Zustande
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Model-Checking CTL Baumautomaten Komplementierung Schlussbemerkungen Model-Checking CTL Baumautomaten Komplementierung Schlussbemerkungen

AbschlieBende Bemerkungen AbschlieBende Bemerkungen
Zusammenfassung
@ NBBA sind schwacher als NMBA und NPBA Ausblick
@ Biichi-, Muller- und paritats-erkennbare Sprachen sind o Leerheitsproblem fiir NPBA ist entscheidbar;
abgeschlossen unter U, N (leicht) beste bekannte obere Schranke: UP N coUP (C NP)
@ Biichi-erkennbare Sprachen sind nicht abgeschlossen unter — (Kapitel 8 in LNCS 2500)
@ Muller- und paritats-erkennbare Sprachen sind abgeschlossen @ Verallgemeinerung des Nichtdeterminismus:
unter — (anspruchsvoll, Spieltheorie) alternierende Baumautomaten (Kapitel 9 in LNCS 2500)

@ Komplementierung ist zentral im Beweis der Entscheidbarkeit
der monadischen Logik zweiter Stufe  (Kapitel 12 in LNCS 2500)
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Model-Checking CTL Baumautomaten Komplementierung Schlussbemerkungen Model-Checking CTL Baumautomaten Komplementierung Schlussbemerkungen
Das war ... Was jetzt noch fehlt . ..

... das Kapitel Giber Automaten auf unendlichen Baumen.

@ kurze Nachbesprechung Vorlesungsevaluation

e Hinweise zu Fachgesprachen/miindl. Prifung

Vielen Dank fiir eure Teilnahme!

Pythagoras-Baum. Quelle: Wikipedia, User Gjacquenot (Lizenz CC BY-SA 3.0)
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