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Hinweis

Dieses Skript ist als Hilfestellung fiir Studenten gedacht. Trotz grofer Sorgfalt beim
Erstellen kann keine Garantie fiir Fehlerfreiheit iibernommen werden. Es wird explizit
darauf hingewiesen, dass der priifungsrelevante Stoff durch die Vorlesung bestimmt wird
und mit dem Skriptinhalt nicht vollstdndig iibereinstimmen muss.



Einfihrung

Die theoretische Informatik beschéftigt sich mit den mathematischen Grundlagen der
Informatik und stellt ein wichtiges Fundament fiir zahlreiche andere Teilgebiete der In-
formatik dar. Insbesondere versucht man in der theoretischen Informatik, die zentralen
Konzepte und Methoden der Informatik zu identifizieren und in abstrahierter Form zu
studieren. Ein wesentlicher Schwerpunkt liegt dabei auf dem Erkennen und der exak-
ten Beschreibung von prinzipiellen Grenzen der Informatik, wie z.B. den Grenzen der
effizienten Berechenbarkeit.

Die theoretische Informatik ist in zahlreiche Teilgebiete untergliedert, wie etwa die Kom-
plexitatstheorie, die Algorithmentheorie, die Kryptographie und die Datenbanktheorie.
Die Lehrveranstaltungen , Theoretische Informatik 1 + 2 “ geben eine Einfiihrung in
folgende zwei zentrale Bereiche der theoretischen Informatik:

Automatentheorie und formale Sprachen'

Behandelt in Theoretische Informatik 1 / Teile I + II dieses Skriptes

Im Mittelpunkt stehen Warter und formale Sprachen (Mengen von Wortern).
Diese sind ein niitzliches Abstraktionsmittel in der Informatik. Man kann z.B. die
Eingabe oder Ausgabe eines Programmes als Wort betrachten und die Menge der
syntaktisch korrekten Eingaben als Sprache. Wichtige Fragestellungen sind z.B.:

e Was sind geeignete Beschreibungsmittel fiir (meist unendliche) formale Spra-
chen 7 (z.B. mittels Automaten und Grammatiken)

e Was fiir verschiedene Typen von Sprachen lassen sich unterscheiden?

e Was fiir Eigenschaften haben die verschiedenen Sprachtypen?

Berechenbarkeit und Komplexitéit'

Behandelt in Theoretische Informatik 2 / Teile III + IV dieses Skriptes

Hier geht es darum, welche Problem und Funktionen prinzipiell berechenbar sind
und welche nicht. Ausserdem wir untersucht, welcher Zeitliche Aufwand zur Be-
rechnung eines Problems / einer Funktion notwendig ist (unabhéngig vom konkre-
ten Algorithmus). Wichtige Fragestellungen sind z.B.:
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Was kennzeichnet Berechenbarkeit (berechenbar durch was?)
Gibt es Funktionen, die prinzipiell nicht berechenbar sind?

Kann man jede berechenbare Funktion mit akzeptablem Zeit- und Speicher-
platzaufwand berechnen?

Fiir in der Informatik héufig auftretende Probleme/Funktionen: wie viel Zeit
und Speicherplatz braucht man mindestens, also bei optimalem Algorithmus?




Automatentheorie und formale
Sprachen

Formale Sprachen, also (endliche oder unendliche) Mengen von Wértern, sind ein wich-
tiger Abstraktionsmechanismus der Informatik. Hier ein paar Anwendungsbeispiele:

Die Menge aller wohlgeformten Programme in einer gegebenen Programmierspra-
che wir Pascal, Java, oder C++

Die Menge aller wohlgeformten Eingaben fiir ein Programm oder eine Form auf
einer Webseite (z.B. Menge aller Kontonummern / Menge aller Geburtsdaten)

Jeder Suchausdruck (z.B. Linux Regular Expression) definiert eine formale Sprache

Kommunikationsprotokolle: z.B. Menge aller wohlgeformten TCP-Pakete, wenn
man die konkreten Nutzdaten wegabstrahiert

Das “erlaubte” Verhalten von Soft- und Hardwaresystemen kann in sehr natiirlicher
Weise als formale Sprache modelliert werden.

Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber die zentralen Betrachtungsgegenstinde
und Fragestellungen.

1.

Charakterisierung:

Wie beschreibt man die (meist unendlichen) Mengen von Wértern mit endlichem
Aufwand?

o Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzeptieren.
Wir werden viele verschiedene Automatenmodelle kennenlernen, wie z.B. end-
liche Automaten, Kellerautomaten und Turingmaschinen.

e Grammatiken, welche genau die Elemente der Menge generieren; auch hier
gibt es viele verschiedene Typen, z.B. rechtslineare Grammatiken und kon-
textfreie Grammatiken (vgl. auch VL ,Praktische Informatik*: kontextfreie
Grammatiken (EBNF) zur Beschreibung der Syntax von Programmierspra-
chen).

e Ausdriicke, welche beschreiben, wie man die Sprache aus Basissprachen mit
Hilfe gewisser Operationen (z.B. Vereinigung) erzeugen kann.

Abhéngig von dem verwendeten Automaten-/Grammatiktyp erhdlt man verschie-
dene Klassen von Sprachen. Wir werden hier die vier wichtigsten Klassen betrach-
ten, welche in der Chomsky-Hierarchie zusammengefasst sind:
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Klasse Automatentyp Grammatiktyp
Typ O Turingmaschine (TM) | allgemeine Chomsky-Grammatik
Typ 1 | TM mit linearer Bandbeschréankung kontextsensitive Grammatik
Typ 2 Kellerautomat kontextfreie Grammatik
Typ 3 endlicher Automat einseitig lineare Grammatik

Bei Typ 3 existiert auch eine Beschreibung durch regulire Ausdriicke. Am wich-
tigsten sind die Typen 2 und 3; beispielsweise kann Typ 2 weitgehend die Syntax
von Programmiersprachen beschreiben.

. Welche Problemstellungen sind fiir eine Sprachklasse entscheidbar und mit wel-
chem Aufwand? Die folgenden Probleme sind “klassisch’:

e Wortproblem: gegeben eine Beschreibung der Sprache L (z.B. durch Automat,
Grammatik, Ausdruck, ...) und ein Wort w. Gehort w zu L?

Anwendungsbeispiele:

— Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Grammatik
beschrieben ist. Entscheide fiir ein gegebenes Programm P, ob dieses
syntaktisch korrekt ist.

— Suchpattern fiir Textdateien sind haufig reguldre Ausdriicke. Suche die
Dateien (Wéorter), welche das Suchpattern enthalten (zu der von ihm
beschriebenen Sprache gehoren).

e Leerheitsproblem: gegeben eine Beschreibung der Sprache L. Ist L leer?

Anwendungsbeispiel:

Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so muss man die Dateien
nicht durchsuchen, sondern kann ohne weiteren Aufwand melden, dass das
Pattern nicht sinnvoll ist.

o Aquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen dieselbe
Sprache?

Anwendungsbeispiel:

Jemand vereinfacht die Grammatik einer Programmiersprache, um sie iiber-
sichtlicher zu gestalten. Beschreibt die vereinfachte Grammatik wirklich die-
selbe Sprache wie die urspriingliche?
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3. Welche Abschlusseigenschaften hat eine Sprachklasse?

z.B. Abschluss unter Durchschnitt, Vereinigung und Komplement: wenn Ly, Ly in
der Sprachklasse enthalten, sind es dann auch L; N Ly, L1 U Lo, 147

Anwendungsbeispiele:

e Suchpattern: Suche nach Dateien, die das Pattern nicht enthalten (Komple-
ment) oder die zwei Pattern enthalten (Durchschnitt).

e Reduziere das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem, ohne die gewéihl-
te Klasse von Sprachen zu verlassen: Statt ,, [y = L7 entscheidet man, ob
(Ll N Lg) U (LQ N Ll) leer ist.




|. Endliche Automaten und regulare
Sprachen

Einflihrung

Es werden einige der grundlegenden Begriffe der Vorlesung “Theoretische Informatik 1”
eingefiihrt sowie ein erster, informeller Blick auf endliche Automaten geworfen.

Formale Sprachen

Die zentralen Begriffe der Vorlesung “Theoretische Informatik 1”7 sind die eines Wortes
und einer formalen Sprache.
Alphabet. Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Symbolen. Beispiele sind:
e > ={ab,c, ...z}
Yo =4{0,1}
Y3 ={0,...,9}U{, };

¥4 = { program, const, var,label, procedure, function, type, begin, end, if, then,

else, case, of, repeat, until, while, do, for, to } U{ VAR, VALUE, FUNCTION }

Als Platzhalter fiir Alphabetssymbole benutzen wir in der Regel a, b, c, . ... Alphabete
bezeichnen wir meist mit >.

Obwohl die Symbole von ¥, aus mehreren Buchstaben der iiblichen Schriftsprache beste-
hen, betrachten wir sie doch als unteilbare Symbole. Die Elemente von ¥, sind genau die
Schliisselworte der Programmiersprache Pascal. Konkrete Variablennamen, Werte und
Funktionsaufrufe sind zu den Schliisselworten VAR, VALUE, FUNCTION abstrahiert
um Endlichkeit des Alphabetes zu gewéhrleisten.

Wort. Ein Wort ist eine endliche Folge von Symbolen. Ein Wort w = a; ... a, mit a; € X
heifst Wort diber dem Alphabet 3. Beispiele sind:

e w = abc ist ein Wort tiber Xq;
e w = 1000110 ist ein Wort iiber X;
e w = 10,0221,4292,, ist ein Wort iiber Y;
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e Jedes Pascalprogramm kann als Wort iiber >4 betrachtet werden, wenn man jede
konkrete Variable durch das Schliisselwort VAR ersetzt, jeden Wert durch VALUE
und jeden Funktionsaufruf durch FUNCTION.

Als Platzhalter fiir Worte verwenden wir meist w, v, u. Die Lange eines Wortes w wird
mit |w| bezeichnet, es gilt also z.B. |aba| = 3. Manchmal ist es praktisch, auch die Anzahl
Vorkommen eines Symbols a in einem Wort w in kurzer Weise beschreiben zu kénnen.
Wir verwenden hierfiir |w|,, es gilt also z.B. |abal, = 2, |aba|, = 1, |aba|. = 0. Einen
Spezialfall stellt das leere Wort dar, also die leere Folge von Symbolen. Dieses wird durch
¢ bezeichnet. Es ist das einzige Wort mit |w| = 0.

Formale Sprache. Eine (formale) Sprache ist eine Menge von Woértern. Mit X* be-
zeichnen wir die Sprache, die aus allen Wortern iiber dem Alphabet 3 bestehen. Eine
Sprache L C Y¥* heifst Sprache iiber dem Alphabet . Beispiele sind:

o L=1

o L = {abc}

o L.={a,b,c,ab,ac,bc}

o L={we{a,...,z}" | wist ein Wort der deutschen Sprache }

e [ als Menge aller Worte tiber >4, die wohlgeformte Pascal-Programme beschreiben

Als Platzhalter fiir Sprachen verwenden wir meist L. Beachten Sie, dass Sprachen sowohl
endlich als auch unendlich sein kénnen. Interessant sind meist nur unendliche Sprachen.
Als niitzliche Abkiirzung fithren wir ¥ fiir die Menge 3* \ {€} aller nicht-leeren Worter
iiber X ein.

Operationen auf Sprachen und Woértern

Im folgenden werden wir sehr viel mit Wortern und formalen Sprachen umgehen. Dazu
verwenden wir in erster Linie die folgenden Operationen.

Prafix, Suffix, Infix: Zu den natiirlichsten und einfachsten Operationen auf Wortern
gehort das Bilden von Préfixen, Suffixen und Infixen:

w ist Prafix von v gdw. v = ww fir ein w € ¥*.
w ist Suffix von v gdw. v = wu fiir ein w € X*.
u 1st Infix von v gdw. v = wyuws fiir wy, we € X%,

Die Prifixe von aabbce sind also beispielsweise a, aa, aab, aabb, aabbe, aabbce. Diese
Wort hat 21 Infixe.

Konkatenation: Eine Operation, die auf Wortern sowie auf Sprachen angewendet wer-
den kann. Auf Wortern u und v bezeichnet die Konkatenation u - v das Wort
uv, das man durch einfaches “Hintereinanderschreiben” erhélt. Es gilt also z.B.
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abb - ab = abbab. Auf Sprachen bezeichnet die Konkatenation das Hintereinander-
schreiben beliebiger Worte aus den beteiligten Sprachen:

Ly-Ly:={u-v|(uel)Ae L)}
Es gilt also z.B.
{aa,a} - {ab,b,aba} = {aaab, aab, aaaba, ab, aaba}.

Sowohl auf Sprachen als auch auf Wértern wird der Konkatenationspunkt haufig
weggelassen, wir schreiben also z.B. Ly Ly statt Ly - Lo.

Man beachte, dass ) - L = L - = (). Konkatenation ist assoziativ, es gilt also
(Ly - Lo) - Ly = Ly - (Lg - L3). Sie ist nicht kommutativ, im allgemeinen gilt also
nicht L1 . L2 = L2 . Ll.

Boolesche Operationen: Es handelt sich um die iiblichen Booleschen Mengenopera-
tionen, angewendet auf formale Sprachen:

Vereinigung Ly ULy := {w|w € Ly oder w € Ly}
Durchschnitt L1 NLy := {w|wé€ Ly und w € Ly}
Komplement L = {wlweX Aw¢ L}

Manchmal verwenden wir zusétzlich die Differenz, also
Ll\LQ :LlﬂL_QI{U}‘weLl/\U}¢L2}

Vereinigung und Durchschnitt sind sowohl assoziativ als auch kommutativ.

Kleene-Stern: Der Kleene-Stern bezeichnet die beliebig (aber nur endlich) oft iterierte
Konkatenation. Gegeben eine Sprache L definiert man zunéchst induktive Sprachen

L° L', ... und darauf basierend dann die Anwendung des Kleene-Sterns erhaltene
Sprache L*:
LY = {e}
Lt = [r. [
L* = Unzo In

Fir L = {a,ab} gilt also z.B. L° = {¢}, L' = L, L* = {aa, aab, aba, abab}, etc.
Offensichtlich ist L* unendlich gdw. L # ().
Man beachte, dass das leere Wort per Definition immer in L* enthalten ist, un-
abhéngig davon, was L filir eine Sprache ist. Manchmal verwenden wir auch die
Variante ohne das leere Wort:

Lt =] L"=1L"\{e}.

n>1

Einige einfache Beobachtungen sind 0* = {¢}, (L*)* = L* und L* - L* = L*. Es ist
hier wichtig, () (die leere Sprache), {¢} (die Sprache, die das leere Wort enthlt)
und ¢ (das leere Wort) sorgsam auseinander zu halten.
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Weitere niitzliche Notation:
e |w| bezeichnet die Lange des Wortes w (=Anzahl Symbole in w),
z.B. |aabba| =5
e a" bezeichnet das Wort, das aus n mal dem Symbol a besteht,

z.B. a® = aaa, b®> = bbbbb

die formale Definition ist induktiv: a° = ¢ und a*t! = a' - a

e die gerade eingefiihrte Notation wird auch fiir Worter w verwendet:
z.B. (abc)® = abcabcabe (aber abc® = abecec)
e |w|, bezeichnet die Anzahl Vorkommen des Symbols a im Wort w,

z.B. |abbaal, = 3 und |abbaal, = 2

Endliche Automaten

Endliche Automaten stellen ein einfaches und dennoch sehr niitzliches Mittel zum Be-
schreiben von formalen Sprachen dar. Die charakteristischen Merkmale eines endlichen
Automaten sind

e cine endliche Menge von (internen) Zusténden, in denen sich der Automat befinden
kann

e in einer festen Tabelle beschriebene Ubergiéinge zwischen Zusténden; der Folgezu-
stand ist dabei abhéngig vom momentanen Zustand und der Eingabe

Ein endlicher Automat kann sowohl einen mechanischen Automaten als auch einen elek-
tronischen Automaten darstellen. Urspriinglich wurden endliche Automaten sogar als
einfaches Modell des menschlichen Gehirns verwendet. Als erstes Beispiel verwenden wir
einen Eintrittsautomat mit Drehsperre.

Beispiel: (Eintrittsautomat)
Fingabe: 1,2, r,d (r: Geldriickgabe; d: Drehsperre dreht sich)
Zustinde: OEFUR, 1EUR, 2EUR, SEUR

Eintritt: 3 €

Einwurf Riickgabe
[J1e O
[J2¢

Ticket

L ]
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Der dargestellte Automat regelt eine Drehsperre. Es kénnen Miinzen im Wert von 1 oder
2 FEuro eingeworfen werden. Nach Einwurf von 3 Euro wird die insgesamt Arretierung
der Drehsperre gelost und der Eintritt freigegeben. Der Automat gibt kein Wechselgeld
zuriick sondern nimmt einen zu hohen Betrag einfach nicht an (Miinzen fallen durch).
Man kann jederzeit den Riickgabeknopf driicken, um den bereits gezahlten Betrag zu-
riickzuerhalten.

In der schematischen Darstellung kennzeichnen die Kreise die internen Zustéande und die
Pfeile die Ubergiinge. Die Pfeilbeschriftung gibt die jeweilige Eingabe an, unter der der
Ubergang erfolgt. Man beachte, dass

e nur der Zustand 3EUR einen Ubergang vom Typ d erlaubt. Dadurch wird model-
liert, dass nur durch Einwurf von 3,- Euro der Eintritt ermdglicht wird.

e das Drehen der Sperre als Eingabe angesehen wird. Man koénnte dies auch als
Ausgabe modellieren. Wir werden in dieser Vorlesung jedoch keine endlichen Au-
tomaten mit Ausgabe (sogenannte Transduktoren) betrachten.

Die Ubergiinge konnen als festes Programm betrachtet werden, das der Automat aus-
fiihrt.

Man beachte den offensichtlichen Zusammenhang zu formalen Sprachen: die Menge der
moglichen Eingaben bildet ein Alphabet. Jede (Gesamt-)Eingabe des Automaten ist ein
Wort iiber dem Alphabet. Wenn man 3EUR als Zielzustand betrachtet, so bildet die
Menge der Eingaben, mittels derer dieser Zustand erreicht werden kann, eine (unendli-
che) formale Sprache.

Randbemerkung.

Im Prinzip sind Rechner ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur endlich viel Spei-
cherplatz und daher nur eine endliche Menge méglicher Konfigurationen (Prozessorzu-
stand + Belegung der Speicherzellen). Die Konfigurationsiibergéinge werden bestimmt
durch Verdrahtung und Eingaben (Tastatur, Peripheriegerite).

Wegen der extrem groffen Anzahl von Zusténden sind endliche Automaten aber keine
geeignete Abstraktion fiir Rechner. Ausserdem verwendet man einen Rechner (z.B. bei
der Programmierung) nicht als endlichen Automat indem man z.B. ausnutzt, dass der
Arbeitsspeicher ganz genau 2GB gross ist. Stattdessen nimmt man den Speicher als
potentiell unendlich an und verlédsst sich auf Techniken wie Swapping und Paging. In
einer geeigneten Abstraktion von Rechnern sollte daher auch der Speicher als unendlich
angenommen werden. Das wichtigste solche Modell ist die Turingmaschine, die wir spater
im Detail kennenlernen werden.
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1. Nichtdeterministische endliche Automaten

Wir werden verschiedene Begriffe von endlichen Automaten kennenlernen und spéter
sehen, dass sie alle dieselbe Sprachklasse definieren. Zunéchst fiihren wir jedoch den
sehr allgemeinen Begriff des Transitionssystems ein. Es handelt sich hier noch nicht um
einen endlichen Automaten, da ein Transitionssystem auch unendlich sein darf.

Definition 1.1 (Transitionssystem)
Ein Transitionssystem ist von der Form A = (Q, %, I, A, F'), wobei
e () eine Menge von Zustanden ist (nicht notwendigerweise endlich!),
e 3 ein Alphabet ist,
e [/ C () eine Menge von Anfangszustdnden ist,
e ACQ xX xQ ecine Ubergangsrelation (Transitionsrelation) ist,

e F' C (@ eine Menge von Endzusténden ist.

Ein endlicher Automat unterscheidet sich von einem Transitionssystem dadurch, dass er
nur endlich viele Zustdnde und nur einen Anfangszustand hat.

Definition 1.2 (nichtdeterministischer endlicher Automat)

Ein Transitionssystem A = (@, >, I, A, F') nennt man nichtdeterministischer endlicher
Automat (NEA), wenn

° [Q] <o
o |I|=1
Anstelle von (@, X, {qo}, A, F') schreiben wir (Q, 3, qo, A, F).

Beispiel 1.3
Der NEA A = (Q, %, qo, A, F) mit den Komponenten

e Q=1{q, 01,0}
e ¥ ={a,b}
o I'={q}

o A= {(qu a, ql)? (Q17 ba q2)7 (q27 a, (]2)7 q2, bv QQ)}
wird graphisch dargestellt als:

ROR Ok O

a,b

14
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Wie im obigen Beispiel werden wir Automaten haufig als kantenbeschriftete Graphen
darstellen, wobei die Zustdnde des Automaten die Knoten des Graphen sind und die
Ubergiinge als Kanten gesehen werden (beschriftet mit einem Alphabetssymbol). Der
Startzustand wird durch einen Pfeil gekennzeichnet und die Endzustdnde durch einen
Doppelkreis.

Ein Transitionssystem A = (Q, >, [, A, F') enthdlt Worter iiber dem Alphabet X als
Eingabe. Ein Ubergang (¢,a,q") € A bedeutet, dass der Automat im Zustand ¢ und
bei Eingabe a in den Zustand ¢ wechseln kann. Intuitiv liest der Automat also das
Eingabewort von links nach rechts. Er akzeptiert die Eingabe, wenn dabei der Endzu-
stand erreicht werden kann und verwirft sie sonst. Dies werden wir im folgenden formal
definieren.

Definition 1.4 (Pfad)

Ein Pfad in einem Transitionssystem A ist eine Folge

™= (Po,al,pl)(phampz) T (pn—laanapn)

mit (p;, ajr1,piv1) € Afiri=0,....,n— 1.

7 ist ein Pfad von p nach ¢, wenn p = py und g = p,,.

Die Beschriftung des Pfades 7 ist das Wort (7)) := a; - - - ay.

Die Ldinge des Pfades 7 ist n.

Fiir n = 0 sprechen wir vom leeren Pfad, welcher die Beschriftung ¢ hat.

Die Existenz eines Pfades in .4 von p nach ¢ mit Beschriftung w beschreiben wir durch
P4

Fiir Mengen Q1, Q> C @ heikt Q; —— 4 Q, dass es Zustinde p; € Q; und py € Q5 gibt
mit P1 L).A P2.

Fiir den NEA aus Beispiel 1.3 gilt beispielsweise fiir alle w € {a, b}*: qo abu, A (.

Definition 1.5 (Akzeptiertes Wort, erkannte Sprache)

Das Transitionssystem A = (Q, %, I, A, F) akzeptiert das Wort w € ¥* gdw. [ 4 F
gilt. Die von A erkannte Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Fiir den NEA aus Beispiel 1.3 ist L(A) = {abw | w € ¥*}, d.h. A akzeptiert genau die
Worter iiber ¥ = {a, b}, welche mit ab beginnen.

Definition 1.6 (Erkennbarkeit einer Sprache)
Eine Sprache L C ¥* heifst erkennbar, wenn es einen NEA A gibt mit L = L(A).

Da wir uns bei einem Transitionssystem i.a. nur fiir die erkannten Sprachen interessie-
ren, bezeichnen wir zwei Transitionssysteme als dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache
akzeptieren.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Manchmal ist es bequem, ein Transitionssystem oder einen NEA als Graph aufzufassen.
Wir werden diesen Zusammhang darum kurz etwas naher beleuchten.

Definition (Gerichteter Graph, Erreichbarkeit)

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten und einer
Menge £ C V x V von Kanten. Ein Knoten v € V ist erreichbar von einem Knoten
u € V wenn es eine Knotenfolge vy, ..., v, gibt, mit n > 1, so dass v; = u, v, = v, und
(’UZ‘,UZ'Jrl) € F fir 1 < 1< n.

Graphen sind eine fundamentale Struktur sowohl in der Informatik als auch in der Mathe-
matik. Sie konnen z.B. zur Représentation von Kommunikationsnetzen und Datenstruk-
turen verwendet werden. Ein Transitionssystem A = (Q, >, I, A, F') kann als gerichteter
Graph (V, E) dargestellt werden mit

o V= und
e F={(¢q,q) | Ja€X:(q,a,q)€A}.

Man fasst also die Zustinde als Knoten und die Uberginge als Kanten auf, wobei die
Alphabetssymbole sowie Start- und Endzustdnde wegabstrahiert werden. Es ist natiirlich
auch moglich, nur solche Uberginge, die bestimmte, ausgewihlte Symbole betreffen, als
Kanten in den Graph aufzunehmen.

Das Erreichbarkeitsproblem fiir gerichtete Graphen ist das folgende Problem: gegeben
ein endlicher gerichteter Graph G = (V| E) und zwei Knoten wug, vy € V, entscheide ob
vp von wuq erreichbar ist. Ein einfacher Algorithmus, um dieses Problem zu l6sen, ist
der folgende: gegeben G = (V, E) und wug, vy, berechne eine Folge von Knotenmengen
Vo C Vi C V- sodass Vo = {up} und V; C V fiir alle i > 0 durch Setzen von

Vi :=V,Uu{v' | FveV;: (v,0) e E}

Die Folge wird Schritt fiir Schritt berechnet. Sobald V; = V; 1 gilt, stoppt der Algorith-
mus, gibt ,,ja“ zurlick wenn vy € V; und ,nein“ sonst. Wir werden in der Ubung zeigen,
dass der Algorithmus tatséchlich Erreichbarkeit entscheidet.

Theorem (Komplexitit und Entscheidbarkeit von Erreichbarkeit)

Das Erreichbarkeitsproblem fiir gerichtete Graphen ist effektiv in Linearzeit entscheid-
bar, das heisst mit O(|V| + |E|) Schritten.

Der oben vorgestellte, einfache Algorithmus lduft nicht in Linearzeit sondern in qua-
dratischer Zeit, macht also O((|V| + |E|)?) Schritte. Die Vorstellung eines Linearzeit-
algorithmus fiir das Erreichbarkeitsproblem ist in dieser Vorlesung nicht moglich und
findet sich z.B. im Buch ,Introduction to Algorithms“ von Cormen, Leiserson, Rivest
und Stein.

Beispiel 1.7

L = {w € {a,b}* | ab ist nicht Infix von w} ist erkennbar, denn L wird z.B. von dem
folgenden Automaten erkannt:
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Fiir manche Konstruktionen ist es giinstig, auch endliche Automaten zu betrachten, bei
denen Ubergéinge mit Wortern beschriftet sind.

Definition 1.8 (NEA mit Wortiibergéngen, e-NEA)

Ein NEA mit Wortibergingen hat die Form A = (Q, X, qo, A, F'), wobei @, ¥, qo, F' wie
beim NEA definiert sind und A C @ x X* x () eine endliche Menge von Wortiibergangen
ist.

Ein e-NFEA ist ein NEA mit Wortiibergéngen, wobei fiir alle (¢, w,q") € A gilt: |w| <1
(d.h. w € ¥ oder w = ¢).

Pfade, Pfadbeschriftungen und erkannte Sprache werden entsprechend wie fiir NEAs
definiert. Zum Beispiel hat der Pfad (qo, ab, ¢1)(q1, €, ¢2)(ge, bb, g3) die Beschriftung

ab - - bb = abbb.

Satz 1.9

Zu jedem NEA mit Wortibergingen kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstru-
eren.

Effektiv bedeutet hier, dass es einen Algorithmus gibt, der als Eingabe einen NEA mit
Wortiibergéngen erhélt uns als Ausgabe einen dqivalenten NEA ohne Wortiibergéinge
liefert.

Man zeigt Satz 1.9 mit Umweg {iber e-NEAs.

Lemma 1.10

Zu jedem NEA mit Wortibergingen kann man effektiv einen dquivalenten e-NEA kon-
struteren.

Beweis. Man ersetzt jeden Worttibergang (¢, a; - - - @y, ¢') mit n > 1 durch Symboliiber-
géange (q,a1,p1), (p1,a2,02), - -, (Pn_1, n,q"), wobei py, ..., p,_1 jeweils neue Hilfszustéan-
de sind (die nicht zur Endzustandsmenge dazugenommen werden). Man sieht leicht, dass
dies einen dquivalenten e-NEA liefert. O

Beispiel 1.11
Der NEA mit Wortiibergdngen, der durch die folgende Darstellung gegeben ist:

bb

aa

Oy
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wird tiberfiihrt in einen dquivalenten e-NEA:

Zu jedem e-NEA kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstruieren.

Lemma 1.12

Beweis. Der e-NEA A = (Q, %, qo, A, F') sei gegeben. Wir konstruieren daraus einen
NEA A’ ohne e- Ubergiinge wie folgt:

-’4/ - (Q727QO7A,7F,)7 wobei
° A’::{(p,a,q)EQXEXQ| pLA‘]}

o .= ) FU{w} falls g — 4 F
' F sonst

Noch zu zeigen: L(A) = L(A’) und A’ kann effektiv bestimmt werden.

1. L(A") C L(A):
Sei w = ay - -a, € L(A’). Dann gibt es in A’ Pfad

(pos a1, p1)(p1, a2, p2) - - (Pn—1, @n, pp) mit  po = qo, pn € F".

Nach Definition von A’ gibt es auch in A einen Pfad 7 von py nach p, mit Be-
schriftung w.

1. Fall: p, e F
Dann zeigt 7, dass w € L(A).

2. Fall: p, € F'\ F,d.h. p, = q
Nach Definition von F” gilt p, = qo — 4 p fiir ein p € F. Es gibt also in A
einen Pfad von py nach p mit Beschriftung w, daher w € L(A).

2. L(A) C L(A):
Sei w € L(A) und m = (po, a1, p1)(p1,a2,p2) -+ * (Pm—1, @m, pm) €in Pfad in A mit

Po = qo, Pm € F und Beschriftung w, wobei a; € X U{e}. Seien iy, . . ., i, die Indizes
mit a;; # . Offenbar ist w = a;, - - -

1. Fall: n >0, also w # ¢
Nach Definition von A’ ist

n*

(p07 aippil)(pila a’igapig) Tt (pin,U ainapm)

ein nicht-leerer Pfad in A’. Aus p,, € F folgt p,, € F', was w € L(A’) zeigt.
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2. Fall: n=0, alsow ==«
Dann ist a; = --- = a,, = €. Es gilt also ¢y = po — 4 pm € F, was ¢ € F’
liefert. Also w =¢ € L(A’).

3. A’ und F’ konnen effektiv bestimmt werden:
e p - 4 ¢ gilt genau dann, wenn es Zustinde p/, ¢ € Q gibt, fiir die gilt:
p—ap, (W aqd)eld, ¢ ——uq
Man muss nur endlich viele p', ¢’ priifen. Ob ,(p/,a,q’) € A? kann effektiv
gepriift werden, da A endliche Menge. Weiterhin sind ,p —— 4 p/?“ sowie
~q" ——4 q 7 Erreichbarkeitsprobleme in dem endlichen Graphen G = (V, E)

mit V = () und
E ={(u,v) | (u,e,v) € A},

konnen also effektiv entschieden werden.

e gy — 4 F 7 ist ebenfalls Erreichbarkeitsproblem.

Beispiel: (zu Lemma 1.12)
Der e-NEA aus Beispiel 1.11

wird in folgenden NEA iiberfiihrt:

Lemma 1.12 kann man auch verwenden, wenn man zeigen will, dass es zu jedem endlichen
Transitionssystem A = (@, >, I, A, F') einen dquivalenten NEA A’ gibt. Man definiert
fiir einen neuen Zustand go ¢ @Q einen e-NEA A" = (Q U {qo}, %, g0, A", F') mit

A" =AU{(q,¢,9) | g€ I}

A" ist dquivalent zu A. Man erhélt nun A" aus A” wie im Beweis des Lemmas beschrie-
ben.

19



Deterministische endliche Automaten

2. Deterministische endliche Automaten

Die bisher betrachteten NEAs heifsen nichtdeterministisch, weil es in ihnen zu einem
Paar (¢,a) € @ x ¥ mehr als einen Ubergang geben kann, d.h. ¢/, ¢” € Q mit ¢ # ¢”
und (q,a,q¢) € A, (¢,a,q") € A.

Definition 2.1 (deterministischer endlicher Automat)

Ein NEA A = (Q, %, qv, A, F) heifst deterministisch (DEA), falls es fiir alle ¢ € Q, a € X
genau ein ¢’ € @) gibt mit (q,a,q’) € A.

Anstelle der Ubergangsrelation A verwenden wir dann die Ubergangsfunktion
0:QxX—Q

mit 6(q,a) = ¢ gdw. (q,a,q') € A. DEAs werden in der Form (Q, X, qo, 9, F') geschrie-
ben.

Beachte:
Zusatzlich zur Eindeutigkeit eines Ubergangs haben wir auch die Fxistenz eines Uber-
gangs fiir jedes Paar (¢, a) gefordert.

In der Literatur wird fiir deterministische Automaten manchmal nur die Eindeutigkeit
des Ubergangs gefordert, d.h. fiir (¢, a) darf es hichstens ein ¢’ mit (¢,a,q') € A geben.
Man spricht dann bei Existenz aller Ubergéinge von wvollstindigen Automaten, d.h. wenn
es fiir jedes (q,a) mindestens ein ¢ gibt mit (q,a,q’) € A. Beziiglich der erkannten
Sprachklasse macht dies keinen Unterschied.

Beispiel 2.2
Der NEA

erfiillt zwar die Eindeutigkeitsanforderung, er ist aber kein DEA in unserem Sinn, da fiir
(¢1,b) kein Ubergang existiert. Einen dquivalenten DEA erhélt man durch Hinzunahme
eines ,,Papierkorbzustandes™:

20



Deterministische endliche Automaten

Definition 2.3 (kanonische Fortsetzung von J)
Die kanonische Fortsetzung von 6 : Q X X — Q auf eine Funktion 6* : Q x ¥* — @ wird
induktiv (iiber die Wortlange) definiert:

e 5*(q,e) = =q¢q

e 0*(q,wa) :=6(0*(q,w), a)

Der Einfachheit halber werden wir in Zukunft auch fiir Worter w die Schreibweise 6(q, w)
statt 0*(¢q, w) verwenden.

Beachte:

Fiir einen DEA A = (Q, %, qo, 9, F) gilt:
a) 6(q,w) =¢ gdw. ¢ ist der eindeutige Zustand mit ¢ — 4 ¢'.
b) L(A) = {w e X" [ §(q,w) € F}
) 8(q, uv) = 6(6(q, ), v)

Wir zeigen nun, dass die bei der Definition von DEAs gemachten Einschrankungen (Exis-
tenz und Eindeutigkeit von Ubergéngen) keine echten Einschrénkungen sind:

Satz 2.4 (Rabin/Scott)

Zu jedem NEA kann man effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren.

Damit folgt, dass NEAs und DEAs dieselbe Klasse von Sprachen akzeptieren. Bevor wir
den Beweis dieses Satzes angeben, skizzieren wir kurz die

Beweisidee:

Der Beweis dieses Satzes verwendet die sogenannte Potenzmengenkonstruktion: die Zu-
standsmenge des DEA ist die Potenzmenge 2% der Zustandsmenge ) des NEA.

Sei A = (Q,%,q, A, F) ein NEA. Um fiir w € ¥* zu entscheiden, ob w € L(A) ist,
betrachtet man {q € Q | gp —4 ¢} € 29. Esist w € L(A) gdw. diese Menge enthilt
mindestens einen Endzustand.

Wir definieren einen DEA mit Zustandsmenge 29 und Ubergangsfunktion & so, dass

0({ao},w) ={q | @0 ——a a}.
Beweis. Sei der NEA A = (Q, %, qo, A, F) gegeben. Der DEA A" = (29,%, {q},6, F")
ist definiert durch:

e 5(Pa)= U {p | (p,a,p) € A} fiir alle P € 29 und a € %

peP
o F'={Pe2°|PNF+#0}
Wir benotigen im Folgenden die
Hilfsaussage: ¢’ € 6({¢},w) gdw. ¢ —4 ¢ (%)
Daraus folgt L(A) = L(A’), da:
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weL(A) gdw. 3FgEF:q —>a4q (Def. L(A))
gdw. Jge F:qedé({q} w) (Hilfsaussage)

adw.  O({qo},w) N F #0
gdw. 0{q},w) e F’ (Def. F')
edw.  we L(A)

Beweis der Hilfsaussage mittels Induktion tber |w|:
Induktionsanfang: |w| =0
¢ €({g},e) gdw. g=¢ gdw. ¢——4d
Induktionsanname: Die Hilfsaussgae ist bereits gezeigt fiir alle w € ¥* mit |w| < n

Induktionsschritt: |w| =n + 1
Sei w = wa mit u € ¥*, |u] = n und a € X. Es gilt:

0({q},ua) = 0(6({q} u),a) (Def. 2.3)
= |J {d"1(d.a.q") € A} (Det. o)
¢ €5({a}u)
= U {d"| (¢ a,q") € A} (Ind.Voraus.)
-5 aq
= {¢"l¢—>ua4q"} (Def. Pfad)

Daraus folgt sofort die Hilfsaussage fiir w = ua.
U

Beispiel 2.5

Der NEA A (links) wird mit der Potenzmengenkonstruktion transformiert in den DEA
A’ (rechts):

wird zu

Nachteilig an dieser Konstruktion ist, dass die Zustandsmenge exponentiell vergrobert
wird. Im Allgemeinen kann man dies nicht vermeiden, in manchen Féllen kommt man
aber doch mit weniger Zusténden aus. Wir werden im Folgenden ein Verfahren angeben,
welches zu einem gegebenen DEA einen dquivalenten DEA mit minimaler Zustandszahl,
also einen reduzierten DEA konstruiert. Dieses Verfahren besteht aus 2 Schritten:
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1. Schritt: Eliminieren unerreichbarer Zustidnde

Definition 2.6 (Erreichbarkeit eines Zustandes)

Ein Zustand ¢ des DEA A = (Q, %, qo, 6, F') heilt erreichbar, falls es ein Wort w € 3*
gibt mit d(qo, w) = ¢. Sonst heifst ¢ unerreichbar.

Da fiir die erkannte Sprache nur Zusténde wichtig sind, welche von ¢q erreicht werden,
erhélt man durch Weglassen unerreichbarer Zustande einen dquivalenten Automaten:

Ao = (Qo, 2, qo, 6o, Fp) mit
e Qo ={q € Q| qist erreichbar}
e Jp =0 |gyxx Beachte: Fiir ¢ € Qp und a € ¥ ist auch d(q,a) € Qo !
o [h=FNQy

Beispiel 2.5 (Fortsetzung)

Im Automaten A" von Beispiel 2.5 sind die Zustdnde {2} und ) nicht erreichbar. Durch
Weglassen dieser Zusténde erhdlt man den DEA Ajf:

b a
(~—=>0
<~
b

Bei der Potenzmengenkonstruktion kann man die Betrachtung unerreichbarer Elemente
von 29 vermeiden, indem man mit {g,} beginnt und nur die davon erreichbaren Mengen
sukzessive konstruiert.

2. Schritt: Zusammenfassen dquivalenter Zustinde

Ein DEA ohne unerreichbare Zustéinde muss noch nicht minimal sein, da er noch ver-
schiedene Zustande enthalten kann, die sich ,,gleich® verhalten in Bezug auf die erkannte
Sprache.

Beispiel 2.7

Der folgende DEA erkennt dieselbe Sprache wie der DEA aus Beispiel 2.2, hat aber einen
Zustand mehr. Dies kommt daher, dass ¢y und ¢, dquivalent sind.

(3 o
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Definition 2.8 (Aquivalenz von Zustéinden)
Es sei A = (Q, X, qo, 0, F') ein DEA. Fiir ¢ € @ sei A, = (Q,%,¢,0, F). Zwei Zustiande
¢,q¢" € Q heiken A-dquivalent (¢ ~4 ¢') gdw. L(A,) = L(Ay).

Lemma 2.9

1) ~y ist eine Aquivalenzrelation auf Q, d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch.

2) ~ 4 ist vertraglich mit der Ubergangsfunktion, d.h.

g~aqd =VaeX:o(ga)~ad(d,a)
3) ~ 4 kann effektiv bestimmt werden.

Bewezs.
1) ist klar, da ,=" reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) lasst sich wie folgt herleiten:

Ggmad = L(A) = L(Ay)

Vw € ¥ : d(q,w) € F < 6(¢,w) € F

Va € X Vv € ¥*: §(q,av) € F & 6(¢,av) € F

Vae X Vo e X :60(6(q,a),v) € F<6(0(d,a),v) € F
Ya € 3 : L(A(s(qﬂ)) = L(Ag(qga))

Va € ¥ :0(q,a) ~4 (¢, a)

e e

3) Wir definieren Approximationen ~y von ~ 4:
e g~ ¢ gdw. qeF&q el
® 1 ¢ gdw. g~y ¢ und Va € ¥:6(q,a) ~i 6(q', a)

Es gilt Q X Q O~y D ~1 D~y D ... D ~y. Da @ endlich ist, gibt es ein k mit
~ = ~ky1. Man zeigt leicht, dass dann ~j = ~ 4 ist.

0

Die ~ 4-Aquivalenzklasse eines Zustands ¢ € Q ist [qla == {¢ € Q | ¢ ~4 ¢'}.

Beispiel 2.7 (Fortsetzung)
Fiir den Automaten aus Beispiel 2.7 gilt:
e ~ hat die Klassen F' = {qo,q1,¢2} und Q \ F' = {gs}.

e ~ hat die Klassen {q1}, {qo, g2}, {45}
Zum Beispiel ist 6(qo, b) = (g2, b) € F und 0(q1,b) ¢ F.

.N2:N1:NA_
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Definition 2.10 (Quotientenautomat)
Der Quotientenautomat A= (@, Y, [qo] 4, 5, f’) 2u A= (Q,%, q,d, F) ist definiert durch:

-@:Z{[QJAI(JEQ}

5([q)a,a) :==[0(g,a)]a (reprisentantenunabhingig wegen Lemma 2.9)
o Fi={lglalqeF}
Lemma 2.11

A ist dquivalent zu A.

Beweis. Es ist einfach, per Induktion iiber |w| zu zeigen, dass die Erweiterung von 5
auf Worter sich wie folgt verhalt:

5(lqo),w) € F gdw. [5(qo, w)]s € F (*)

Nun gilt:
weL(A) adw g w) e F )
gdw.  [3(go,w)]a € F (Def. F)

gdw.  0([gola,w) € F (x)
gdw. w e L(A)

U
Definition 2.12 (reduzierter Automat zu einem DEA)

Fiir einen DEA A bezeichnet A,.; := ./TO den reduzierten Automaten, den man aus A
durch Eliminieren unerreichbarer Zustédnde und Zusammenfassen dquivalenter Zustdnde
erhéalt.

Wir werden im Folgenden zeigen:

e A,.; kann nicht weiter vereinfacht werden, d.h. er ist der kleinste DEA, mit dem
man L(A) akzeptieren kann.

e A,..; hingt nur von L(A) und nicht von A ab, d.h. gilt L(A) = L(B), so auch
Aeq = B,eq (gleich bis auf Zustandsumbenennung, isomorph).

Dazu konstruieren wir zu einer erkennbaren Sprache L einen ,kanonischen Automaten
Ay und zeigen, dass jeder reduzierte Automat, der L erkennt, isomorph zu Ay, ist.

Definition 2.13 (Nerode-Rechtskongruenz)

Es sei L C ¥* eine beliebige Sprache. Fiir u,v € ¥* definieren wir:
u~p v gdw. Yw e X ruw € L & vw € L.

Beispiel 2.14
Wir betrachten die Sprache

L ={w € {a,b}" | ab ist nicht Infix von w}
(vgl. Beispiele 1.7, 2.2, 2.7)
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o Es gilt:
e~ b: Yw:ewel gdw. weL
gdw. w enthélt ab nicht
gdw.  bw enthélt ab nicht
gdw. bw €L

ectra: ebelL,abera-b¢ L
Lemma 2.15 (Eigenschaften von ~)
1) ~p ist eine Aquivalenzrelation.
2) =~ ist Rechtskongruenz, d.h. zusdtzlich zu 1) gilt: u ~ v = Yw € ¥* : vw ~p vw.
3) L ist Vereinigung von ~-Klassen:

L= J[ul.

uel

wobei [u]p == {v | u~p v}.

4) Ist L = L(A) fiir einen DEA A, so ist die Anzahl der ~p-Klassen < der Zustands-
zahl von A. (Die Anzahl der ~-Klassen heifit Index von ~.)

Beweis.
folgt aus der Definition von ~ ~r, da ,,<:)>“ reﬂexw transitiv und Symmetrlsch ist.
g

2) Damit uw ~j vw gilt, muss fiir alle w’ € ¥* gelten:
(x)  www' € L < vww' €L
Nun ist aber ww’ € ¥£* und daher folgt (x) aus u ~, v.

3) Zeige L = | [u]L.

ueL
»C" Klar, da u € [u]g.

, 2" Seiu € L und v € [u].
Wegen ¢ € ¥* folgt ausu =u-¢ € Lund v >~ wauchv =v-¢ € L.

4) Essei A= (Q,%,qo,0, F) ein DEA mit L = L(A).
Hilfsaussage: Aus 6(qo, u) = §(qo, v) folgt u ~; v, denn:

Vw:uw e L gdw. 0(qo, uw) €
gdw.  6(0(qo, u), )
gdw.  6(d(qo, v )) w) €

gdw.  6(qo,vw) €
gdw. wvwe L

Also gibt es maximal so viele verschiedene Klassen, wie es verschiedene Zustidnde
gibt (Schubfachprinzip).

0
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Beispiel 2.14 (Fortsetzung)

~; hat drei Klassen:
o [e]L={b}"
o [a]ly = {b}" - {a}”
o [ab], = %" - {ab} - ¥*
Man kann die ~;-Klassen nun als Zustiande eines Automaten fur L verwenden.
Definition 2.16 (Transitionssystem A; zu einer Sprache L)
Zu L C ¥* ist das Transitionssystem Ay := (Q', %, ¢}, ', F') definiert durch:
o Q' ={[u]y | ueX}

* g = lelr
e 0 ([u]r,a):=[ua], (représentantenunabhéngig wegen Lemma 2.15, 2))
o F":={[ul, |ueL}

Lemma 2.17

Hat ~p, endlichen Index, so ist Ay, ein DEA mit L = L(Ay).

Beweis. Hat ~ endlich viele Klassen, so hat A;, endlich viele Zustédnde. Aufserdem gilt:
L(AL) = A{u | 8'(g0,u) € F'}

= {u | 0'([e]e, u) € F'}

={ul[ur e F}  (wegen &'([u]r,v) = [uv]L)

={u|uelL}

=L ]
Satz 2.18 (Satz von Nerode)
Fine Sprache L ist erkennbar gdw. ~p hat endlichen Index (d.h. endlich viele Klassen).

Beweis.
,="" Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.15, 4).
<" Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.17, da A; DEA ist, der L erkennt.
]
Beispiel 2.19 (nichterkennbare Sprache)

Die Sprache L = {a™0™ | n > 0} ist nicht erkennbar, da fiir n # m gilt: a” %, ™. In
der Tat gilt a"b" € L, aber a™b" ¢ L. Daher hat ~; unendlichen Index.

Wir werden im néchsten Abschnitt noch eine weitere Moglichkeit sehen, wie man fiir
eine Sprache zeigen kann, dass sie nicht regulér ist.

Zunéchst untersuchen wir aber den Zusammenhang zwischen reduzierten Automaten und
der Nerode-Rechtskongruenz.
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Definition 2.20 (isomorph)
Zwei DEAs A = (Q,%,q0,0, F) und A = (Q', %, ¢, 0", F') sind isomorph (A ~ A)
gdw. es eine Bijektion 7 : Q — ' gibt mit:

* 7(q) = qo

o 1(F)=F' wobei n(F):={n(q) | ¢ € F}

o 7(0(q,a)) =0 (m(q),a) firallege Q,a € X
Lemma 2.21
A~ A = L(A)=L(A)
Beweis. Es sei m : Q — @' der Isomorphismus. Durch Induktion iiber |w| zeigt man
leicht, dass 7(d(q, w)) = ¢'(n(q), w). Daher gilt:

w € L(A) gdw. (q,w) € F
gdw. 7(6(qo,w)) € F' (wegen F' = w(F))

gdw. &'(7(qo),w) € F'
gdw. ' (qp,w) € F' (wegen g = m(qo))
gdw. we L(A") O

Wir kénnen nun Minimalitdt und Eindeutigkeit des reduzierten Automaten zeigen.

Satz 2.22

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gilt:
1) Ayp hat minimale Zustandszahl unter allen DEAs, welche L erkennen.

2) Ist A ein DEA mit L(A) = L, so ist der reduzierte Automat A,eq := Ay isomorph
2u Ap,.

Beweis.

1) Mit Satz 2.18 hat ~ endlichen Index. Daher ist mit Lemma 2.17 A, ein DEA fiir
L. Mit Lemma 2.15, 4) hat jeder DEA, der L erkennt, mindestens soviele Zustédnde,
wie ~ Klassen (d.h. wie Ay Zusténde) hat.

2) Essei Ayeq = (Q, 2, q0,0, F) und A = (Q', X, ¢, 0', F'). Wir definieren eine Funk-
tion 7 : Q — Q" und zeigen, dass sie ein Isomorphismus ist. Fiir ¢ € Q) existiert
(mindestens) ein Wort w, € ¥* mit §(qo, w,) = ¢, da in A, .4 alle Zusténde erreich-
bar sind. O.B.d.A. sei wy, = ¢. Wir definieren 7(q) := [w,]L.

I) 7 ist injektiv:
Wir miissen zeigen, dass aus p # ¢ auch [w,|, # [w,] folgt.

Da A,.q reduziert ist, sind verschiedene Zusténde nicht dquivalent. Es gibt
also mindestens ein w, fiir das

p,w) € F < d(qw) € F
nicht gilt.
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Das heifst aber, dass
d(qo, wyw) € F < §(qo, waw) € F

nicht gilt und damit wiederum, dass w,w € L < w,w € L nicht gilt. Also ist
Wy 1 we, dh [wy]r 7 [wlr.

IT) 7 ist surjektiv:
Folgt aus Injektivitat und |Q] > |@Q'| (Aussage 1) des Lemmas).

1) 7(q0) = q5:

Da wy, = ¢ und ¢} = [¢]L.
IV) n(F)=F"

geF gdw. d(q,wy) =q¢g€F gdw. w, € L gdw. [w,], € F'
V) w(0(q, a)) = 0'(n(q), a):

Es sei §(q,a) =: p. Dann ist 7(d(q, a)) = [w,]L.
Auferdem ist 0'(7(q),a) = §'([wy]r, @) = [wealL.
Es bleibt also [wy|r = [w,a]L zu zeigen, d.h. Yw : w,w € L gdw. w,aw € L.
Dies ist offenbar dann der Fall, wenn 0(qo, w,) = 0(qo, wya) ist:
5<QO7 wqa) = 5<5<QO7 wQ)7 CL) = 5<Q7 CL) =p= 5(QO7 wp)

U

Im Prinzip liefert dieser Satz eine Methode, um von zwei Automaten zu entscheiden, ob
sie dieselbe Sprache akzeptieren:

Korollar 2.23
Es seien A und A" DEAs. Dann gilt: L(A) = L(A")  gdw. Ayeq~ A,

Man kann die reduzierten Automaten wie beschrieben konstruieren. Fiir gegebene Au-
tomaten kann man feststellen, ob sie isomorph sind (teste alle Bijektionen). Hat man
NEAs gegeben, so kann man diese zuerst deterministisch machen und dann das Korollar
anwenden.
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3. Nachweis der Nichterkennbarkeit

Um nachzuweisen, dass eine gegebene Sprache erkennbar ist, geniigt es, einen endlichen
Automaten (DEA oder NEA) dafiir anzugeben. Der Nachweis, dass eine Sprache nicht
erkennbar ist, gestaltet sich schwieriger: Es geniigt ja nicht zu sagen, dass man keinen
Automaten dafiir gefunden hat. (Es gibt unendlich viele Automaten).

Wir haben bereits gesehen, dass man den Satz von Nerode (Satz 2.18) dazu verwenden
kann. Ein anderes Hilfsmittel hierfiir ist das Pumping-Lemma:
Lemma 3.1 (Pumping-Lemma, einfache Version)

Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so dass
gilt: Jedes Wort w € L mit |w| > ng ldsst sich zerlegen in w = xyz mit

o yF£e
o vyfz € L fir alle k > 0.

Beweis. Es sei A = (Q, %, qo, A, F) ein NEA mit L(A) = L. Wir wihlen ng = |Q|. Fiir
jedes Wort w = ay ...a,, € L existiert ein Pfad (po, a1, p1)(p1,a2,02) - - (Pm—1, Qm, Pm)
in A mit py = ¢o und p,, € F.

Ist m > ng, so kénnen die m + 1 Zustande py, ..., p, nicht alle verschieden sein, da
|Q| = no < m+ 1. Es gibt daher ein i < j mit p; = p;.

Firz:=ay...a;, Y :=Qi41...05, 2= ajq1...ay gilt daher y # ¢ (dai < j) und
Go=Po ——ADi —— AP =Dj imp;n €F.

Folglich gilt fiir alle & > 0 auch p; —— 4 p;, was zy*z € L zeigt. O

Wir zeigen mit Hilfe dieses Lemmas (nochmals), dass die Sprache {a"b" | n > 0} (vgl.
Beispiel 2.19) nicht erkennbar ist.

Beispiel:

L ={a™" | n > 0} ist nicht erkennbar.

Beweis. Angenommen, L ist erkennbar. Dann gibt es eine Zahl ny mit den in Lemma
3.1 beschriebenen Eigenschaften. Es sei nun n so, dass 2n > ng ist. Da a™b™ € L ist, hat
es eine Zerlegung a™b" = zyz mit |y| > 1 und 2y*z € L fiir alle k > 0.
1. Fall: y liegt ganz in a™.
D.h. x =a™, y=a", z = a™b" mit ny > 0 und n = ny + ny + ng. Damit ist aber
vz =Y’z = a™ " ¢ L, da ny + n3 < n. Widerspruch.
2. Fall: y liegt ganz in b".
Fiihrt entsprechend zu einem Widerspruch.

3. Fall: y enthélt as und bs.
D.h. z=a™, y=a"b", z=0" mit ny # 0 # n}. Dann ist aber

ryyz = a™ a2 bMa My ¢ L

(da nach bs nochmal as kommen). Widerspruch.
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In allen drei Féllen haben wir also einen Widerspruch erhalten, d.h. die Annahme ,, L ist
erkennbar war falsch. O

Als eine weitere Konsequenz von Lemma 3.1 erhédlt man, dass das Leerheitsproblem fiir
erkennbare Sprachen entscheidbar ist.

Satz 3.2

Es sei L eine erkennbare Sprache (gegeben durch NEA oder DEA). Dann kann man
effektiv entscheiden, ob L = () oder nicht.

Bewers. Es sei L erkennbar und ng die zugehorige Zahl aus Lemma 3.1. Dann gilt:
(%) L#0 gdw. Jw € L mit |w| < ng

Um L = () zu entscheiden, muss man also nur fiir die endlich vielen Worter w € X* der
Léange < ng entscheiden, ob w zu L gehort. Dies kann man fiir jedes einzelne Wort (z.B.
durch Eingabe in den zugehorigen DEA) einfach entscheiden (vgl. Wortproblem, Satz
4.4).

Beweis von (x):
<" trivial
»=""1 Essei L # (). Wahle ein Wort w kiirzester Liange in L. Wére |w| > ng, so miisste es

eine Zerlegung w = xyz, y # € geben mit 242 = 2z € L. Dies ist ein Widerspruch
zur Minimalitdt von w. ]

Mit Hilfe der einfachen Variante des Pumping-Lemmas gelingt es nicht immer, Nichter-
kennbarkeit nachzuweisen.

Beispiel 3.3

Ist L = {a™™ | n # m} erkennbar? Versucht man, Nichterkennbarkeit mit Lemma 3.1
zu zeigen, so scheitert man, da das Lemma fiir L zutrifft:
Wiéhle ng := 3. Es sei nun w € L mit |w| > 3, d.h. w = a™™, n # m und n + m > 3.

1. Fall: n>m
Dh.n=m+qfiri>1.

1.1:i>1,dh.n—1>m.
Firz =¢, y=a, z = a" '™ gilt fiir alle k > 0 : 2y*z = a*a" 0™ € L, da
E+n—1>n—1>m (wegenn—m=1i>1).
1.2.:i=1,dh.n=m+ 1.
Wegen n+m > 3 folgt n=m+1 > 2.
Firz =¢, y =a? z=a""2bm gilt
a) xy’ze€ Lydan—2=m—1#m
b) zyb2 € Lfirk>1,da(n—2)+k-2>n>m
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Nachweis der Nichterkennbarkeit

2. Fall: n<m
kann entsprechend behandelt werden.

Trotzdem ist L = {a™™ | n # m} nicht erkennbar, was man mit der folgenden ver-
schérften Variante des Pumping-Lemmas nachweisen kann.

Lemma 3.4 (Pumping-Lemma, verschirfte Variante)

Es sei L erkennbar. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so dass gilt:
Fiir alle Worter u, v, w mit uvw € L und |v| > ng gibt es eine Zerlegung v = xyz mit

o yF£e
o urytzw € L fiir alle k >0

Beweis. Es sei wieder ng := |@|, wobei @) die Zustédnde eines NEA A fiir L sind. Ist
uvw € L, so gibt es Zustande p, ¢, f € () mit

Qo ——aD ——aq—sfEF

Auf dem Pfad von p nach ¢ liegen |v| + 1 > ny Zustédnde, also miissen zwei davon gleich
sein. Jetzt kann man wie im Beweis von Lemma 3.1 weitermachen. O

Was ist der Vorteil dieses Lemmas beim Nachweis der Nichterkennbarkeit? Man weif,
dass man bereits beliebig lange Teilstiicke zerlegen kann. Dadurch kann man das y
geeignet positionieren (im Beispiel 3.3 im kiirzeren Block).

Beispiel 3.3 (Fortsetzung)
L ={a"b™ | n # m} ist nicht erkennbar.

Beweis. Angenommen, L ist doch erkennbar; dann gibt es ng > 1, das die in Lemma 3.4
geforderten Eigenschaften hat. Wir betrachten nun die Worter

no

|
wi=¢, vi=a", w:= bt

Offenbar ist uvw = a™b™"+ ¢ L. Mit Lemma 3.4 gibt es eine Zerlegung v = zyz mit
y # ¢ und ury*zw € L fiir alle k > 0. Es sei

, z=a", ny+ng+n3=mng, no >0
Offenbar existiert ein [ mit ny - 1 = ng! (da 0 < ny < ng). Es ist nun aber
n1+(l+1)n2+n3 :TLO+’I’L0!

was uzy' 2w ¢ L liefert (Widerspruch). O
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4. Abschlusseigenschaften und
Entscheidungsprobleme

Wir zeigen zunédchst, dass die Klasse der erkennbaren Sprachen unter den Booleschen

Operationen sowie Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen ist.

Satz 4.1 (Abschluss erkennbarer Sprachen)

Sind Ly und Ly erkennbar, so sind auch

Ly U Ly (Vereinigung)
L, (Komplement)
Ly N Ly (Durchschnitt)
Ly \ Ly (Differenz)

Ly - Ly (Konkatenation)
o i (Kleene-Stern)

erkennbar.

Beweis. Es seien A; = (Q;, 2, qoi, As, F;) zwei NEAs fir L; (i = 1,2). O.B.d.A. gelte
Q1NQy=0.

1) Abschluss unter Vereinigung:
Der folgende e-NEA erkennt L, U Lo:
A = (Ql U Q2 U {q0}7 27 qo, A7 Fl U F2)7 WObei

e ¢ ¢ Q1 U@y und
o A=A UAU{(q0,8,901) (q0, €, q02)}-

Schematisch sieht der Vereinigungsautomat A so aus.

E g
@l :

Mit Lemma 1.12 gibt es zu A einen dquivalenten NEA.

2) Abschluss unter Komplement:
Einen DEA fiir L; erhilt man wie folgt:
Zunéchst verwendet man die Potenzmengenkonstruktion, um zu 4; einen &qui-
valenten DEA A = (Q,%,q, 6, F) zu konstruieren. Der DEA fiir L; ist nun
A:=(Q,%,q,9,Q\ F). Es gilt nimlich:
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weL gdw. w¢ L(A)
gdw. w ¢ L(A)
gdw.  d(qo,w) ¢ F
gdw. (g0, w) € Q\ F

gdw. we L(A)
Beachte: Man darf dies nicht direkt mit dem NEA machen!

3) Abschluss unter Durchschnitt:

Durch Ausnutzen von L; N Ly = Ly U Ly folgt 3) aus 1) und 2).
Da die Potenzmengenkonstruktion aber sehr aufwendig sein kann, ist es gilinstiger,
direkt einen NEA fiir L; N Ly zu konstruieren, den sogenannten Produktautomaten:

A= (Q1 X Q2,%, (qo1,qo2), A, Fi X F)

mit
A= {<(QI7q2>7a’7 <Q17qg>) | <QI7a7 QQ) € AI und (q27a7 QQ) € AQ}

Ein Ubergang in A ist also genau dann moglich, wenn der entsprechende Ubergang
in A; und A, moglich ist. Daraus ergibt sich leicht L(A) = Ly N Lo.

4) Abschluss unter Differenz:
Folgt aus 1) und 2), da
L\ L= LN L.

5) Abschluss unter Konkatenation:
Der folgende e-NEA erkennt Lq - Lo:
A= (Ql U@, %, qo1, A, FQ) , wobei
A=A UAU {(f,&,QQQ) ‘ f € Fl}

6) Abschluss unter Kleene-Stern:
Der folgende e-NEA erkennt Lj:

A= (Q1U{®}, %, q, A, {q}), wobei
® 4o ¢ 1
o A = Al U {(f,&,QQ) ‘ f € Fl} U {(QQ,g,qu)}.

g

€
qo,
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Beachte:

Alle angegebenen Konstruktionen sind effektiv. Die Automaten fiir die Sprachen L; U
Lo, Ly N Ly, Ly - Ly und LT sind polynomiell in der Grofe der Automaten fiir Ly, Lo.
Beim Komplement kann die Konstruktion exponentiell sein, wenn man von einem NEA
ausgeht.

Man kann derartige Abschlusseigenschaften auch dazu verwenden, Nichterkennbarkeit
einer Sprache L nachzuweisen.

Beispiel 4.2

L = {a"b™ | n # m} ist nicht erkennbar (vgl. Beispiel 3.3). Anstatt dies direkt mit
Lemma 3.4 zu zeigen, kann man auch verwenden, dass bereits bekannt ist, dass die
Sprache L' := {a"b" | n > 0} nicht erkennbar ist. Wére nédmlich L erkennbar, so auch
L' = LNn{a}*-{b}*. Da wir schon wissen, dass L’ nicht erkennbar ist, kann auch L nicht
erkennbar sein.

Wir betrachten nun drei Probleme im Zusammenhang mit erkennbaren Sprachen, fiir
die wir Entscheidbarkeit und Komplexitiat untersuchen, und zwar:

e das Leerheitsproblem
e das Wortproblem und
e das Aquivalenzproblem.

Dabei gehen wir davon aus, dass die erkennbare Sprache durch einen DEA oder NEA ge-
geben ist. Beziiglich der Entscheidbarkeit dieser Probleme macht es keinen Unterschied,
ob man einen DEA oder einen NEA gegeben hat, da man aus einem NEA effektiv einen
dquivalenten DEA konstruieren kann (Satz 2.4). Beziiglich der Komplexitét kann der
Unterschied aber relevant sein, da der Ubergang NEA — DEA exponentiell sein kann.

Leerheitsproblem:
Geg.: erkennbare Sprache L (durch DEA oder NEA)
Frage: Ist L # ()7

Wir wissen bereits (Satz 3.2), dass das Problem entscheidbar ist. Allerdings ist das im
Beweis des Satzes beschriebene Entscheidungsverfahren viel zu aufwendig (ezponentiell
viele Worter der Lange < ny, falls |X]| > 1).

Satz 4.3

Es sei A= (Q,%,qo, A, F) ein NEA. Dann kann man das Problem ,L(A) # 02 in der
Zeit O(|Q| + |Al) entscheiden.

Beweis. Man kann A als gerichteten Graphen G = (Q, F) auffassen mit

E = {<Q17Q2) | <Q17a7 (J2) € A fur ein a € 2}

Dann gilt: L(A) # () gdw. in der von ¢g aus erreichbaren Knotenmenge befindet sich ein
Endzustand. Die von ¢q aus erreichbaren Knoten kann man mit Aufwand O(|Q| + |E|)
berechnen (vgl. Vorlesung , Algorithmen und Datenstrukturen®). Insbesondere ist also
das Leerheitsproblem fiir erkennbare Sprachen mit polynomiellem Aufwand l6sbar. [
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Wortproblem:
Geg.: erkennbare Sprache L, Wort w € ¥*
Frage: Gilt w € L?

Ist L = L(A) fiir einen DEA A = (Q, %, qo, 9, F'), so kann man einfach, beginnend mit
qo, durch Anwendung von ¢ berechnen, zu welchem Zustand in A man mit w kommt
und priifen, ob dies ein Endzustand ist. Nimmt man X als konstant an, so benotigt eine
Anwendung von 0 nur konstante Zeit. Dies liefert:

Satz 4.4

Es sei A = (Q,%,q,6, F) ein DEA und w € ¥*. Dann kann man ,w € L(A)?“ in der
Zeit O(|w|) entscheiden.

Fiir einen NEA ist dies nicht so einfach, da man ja verschiedene mit w beschriftete Pfade
haben kann und man diese (im schlimmsten Fall) alle betrachten muss, um festzustellen,
ob einer davon mit einem Endzustand aufthort.

Satz 4.5

Es sei A= (Q,%,q, A, F) ein NEA und w € ¥*. Dann kann man ,w € L(A)? in der
Zeit O(|w] - (|Q| + |A|)) entscheiden.

Beweis. Konstruiere zunichst einen Automaten A, der genau das Wort w = a; ... a,

akzeptiert:
2&1 CCLQ C An, C

Dieser Automat hat |w|+ 1 Zustande. Offenbar ist w € L(A) gdw. L(A)NL(A,) # 0.
Wie groft ist nun der Produktautomat zu A und A,,7

Zustdnde: Q|- (Jlw|+ 1)
Uberginge: Fiir jeden Ubergang (O gibt es maximal |A| mdgliche Ubergéinge
in A.

Also maximal |w| - |A| viele Ubergéinge im Produktautomaten.

Nach Satz 4.3 ist daher der Aufwand zum Testen von L(.A) N L(A,) # 0:

O(1Q - (jw[ + 1) + w[ - [A]) = O(Jw| - (IQ[ + [A])) m

Aquivalenzproblem:
Geg.: erkennbare Sprachen L;, Lo
Frage: Gilt L; = Ly?

Wie bereits erwihnt, kann man das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem redu-
Zieren:

Ly =1Ly gdw. (LiNLy)U (LN Ly) =0
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Satz 4.6

Das Aquivalenzproblem st fir erkennbare Sprachen entscheidbar. Sind die Sprachen
durch DEAs gegeben, so ist dies in polynomieller Zeit maoglich.

Beweis. Wir haben gesehen, dass die Automatenkonstruktionen, welche Abschluss unter
Vereinigung, Durchschnitt und Komplement zeigen, effektiv sind. Daraus ergibt sich di-
rekt die Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems (auch bei NEAs). Die Konstruktionen
fiir Vereinigung und Durchschnitt sind polynomiell. Beim Komplement ist dies nur dann
der Fall, wenn bereits DEAs vorliegen. O

Wir werden spéter sehen, dass sich der exponentielle Zeitaufwand fiir g_iie Potenzmengen-
konstruktion bei NEAs (wahrscheinlich) nicht vermeiden lasst: das Aquivalenzproblem
fir NEAs ist PSPAC E-vollstéandig (schlimmer als N P).
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5. Reguldare Ausdriicke und Sprachen

Wir haben bisher verschiedene dquivalente Charakterisierungen der Klasse der erkenn-
baren Sprachen mit Hilfe von Transitionssystemen und Rechtskongruenzen gesehen:

Eine Sprache L C ¥* ist erkennbar gdw.
(1) L = L(A) fiir einen NEA A.
(2) L = L(A) fiir einen e-NEA A.
(3) L = L(A) fiir einen NEA mit Wortiibergéngen A.
(4) L = L(A) fiir ein endliches Transitionssystem .A.
(5) L = L(A) fiir einen DEA A.

(6) Die Nerode-Rechtskongruenz ~ hat endlichen Index.

Im folgenden betrachten wir eine weitere Charakterisierung mit Hilfe reguldrer Aus-
driicke.

Definition 5.1 (Syntax regulérer Ausdriicke)

Es sei ¥ ein endliches Alphabet. Die Menge Regs, der reguliren Ausdriicke tiber Y ist
induktiv definiert:

e (), e, a (fiir a € X)) sind Elemente von Regs..
e Sind r, s € Regs, so auch (r + s), (r - s),7* € Regs.

Beispiel 5.2
((a-b*)+ 0*)* € Regy fiir ¥ = {a, b}

Notation:

Um Klammern zu sparen, lassen wir Auffenklammern weg und vereinbaren,

e dass * starker bindet als -

e dass - stirker bindet als +

e - lassen wir meist ganz wegfallen.
Der Ausdruck aus Beispiel 5.2 kann also geschrieben werden als (ab* + (0*)*.
Jedem reguldren Ausdruck r tiber ¥ wird eine formale Sprache L(r) zugeordnet.

Definition 5.3 (Semantik regulidrer Ausdriicke)

Die durch den reguléren Ausdruck r definierte Sprache L(r) ist induktiv definiert:
o L(0):=0, L(¢):={e}, L(a):={a}
o L(r+s):=L(r)UL(s), L(r-s):=L(r)-L(s), L(r*):=L(r)*

Eine Sprache L C ¥* heifst requldr, falls es ein r € Regs, gibt mit L = L(r).
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Beispiel:
e (a+b)*ab(a+b)* definiert die Sprache aller Worter iiber {a, b}, die Infix ab haben.
o L(ab* +0b) = {ab' | i >0} U{b}

Bemerkung:

Statt L(r) schreiben wir im folgenden héufig einfach r.
Dies ermdglicht es zu schreiben:

e abb € ab* +b (eigentlich abb € L(ab* + b))
e (ab)*a =a(ba)* (eigentlich L((ab)*a) = L(a(ba)*))

Wir zeigen nun, dass man mit reguldren Ausdriicken genau die erkennbaren Sprachen
definieren kann.

Satz 5.4 (Kleene)

Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:
1) L ist reguldr.
2) L ist erkennbar.

Bewezs.
»1 — 2 Induktion iiber den Aufbau regularer Ausdriicke

Verankerung;:
e L(0) =0 erkennbar: —( st NEA fiir 0 (kein Endzustand).
e L(e) = {e} erkennbar: —O st NEA fiir {e}.
o L(a) = {a} erkennbar: —~O0 st NEA fiir {a}.

Schritt: Weift man bereits, dass L(r) und L(s) erkennbar sind, so folgt mit Satz
4.1 (Abschlusseigenschaften), dass auch

o L(r+s)=L(r)UL(s)
o L(r-s)=L(r)- L(s) und
o L(r*) = L(r)*

erkennbar sind.

02— 1" Sei A = (Q, %, qo, A, F') ein NEA mit L = L(.A). Wie in Definition 2.8 sei fiir
g€ @ der NEA A, :=(Q,X,q,A, F) und L, = L(A,) definiert, d.h. insbesondere
L= L,.
Der Zusammenhang zwischen den L,s kann nun als Gleichungssystem beschrieben
werden, dessen Losungen eindeutig bestimmte reguldre Sprachen sind.

Diesen Zusammenhang werden wir im Folgenden néaher beleuchten.

39



Reguldre Ausdriicke und Sprachen

Beispiel 5.5
Gegeben sei der folgende NEA A.

b
a

Die Sprachen L, fiir ¢ € @ = {0,1,2} kann man bestimmen als
LQZ{(I}'LQU{CL}'Ll

Ly ={b}- Ly
ng{b}-IqU{{f}

Allgemein:
Seien p, q € (). Wir definieren:

b 141’77‘1:{0’6Z | (p7a7Q7) GA} und

[ {e} falls peF
on—{(b falls p¢ F

Damit erfiillen die Sprachen L, die folgenden Gleichungen. Fiir alle p € @) gilt:

L, = (U Apq-Lg) U By
qeQ

Behauptung:
Das Gleichungssystem

(%) Xp = (U Apg- Xg)UB, (pe@)
qe@
hat genau eine Losung und diese besteht aus reguldren Sprachen.

Aus der Behauptung folgt, dass die Sprachen X, = L, regulér sind, da sie ja das System
(%) 16sen. Damit erhalten wir den Abschluss des Beweises von Satz 5.4, Richtung ,,2 — 1.

Wir zeigen zunéchst, wie man eine einzige Gleichung der Form
(%%) X=A-XUB

16sen kann. Daraus ergibt sich dann die Losung von Gleichungssystemen der Form (%)
durch Induktion iiber die Anzahl der Variablen.

Lemma 5.6 (Arden)

Es seien A, B C ¥* und e ¢ A. Die Gleichung (»x) X = A- X U B hat als eindeutige
Lésung X = A* - B.
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Beachte:
Sind A, B regulér, so auch A*B.

Aus dem Lemma folgt dann fiir die Gleichung (%), die wir als Gleichung der Form (%)
fiir ein fixiertes p € @) auffassen:

Xp=App - XpU ((U Apg- Xq) U Bp)
p#q

hat als eindeutige Losung

X,=A - ((U Ay Xq> U B,,) :
a#p

Setzt man diese Losung in () ein, so erhélt man ein System mit einer Variablen weniger.
Nach Induktion hat dieses eine eindeutige Losung, die aus reguldren Sprachen besteht.
Da in obiger Lésung fiir X, nur regulére Operationen (U, -,* ) verwendet werden, ist auch
diese Losung reguldr (und eindeutig nach Arden).

Beispiel 5.5 (Fortsetzung)

XOZ{CL}'X()U{G,}'Xl
X; = {b}- X,
ng{b}'X1U{€}

Auflésen nach X:
XO = {a}* . {CL} . X1
Einsetzen éndert die anderen Gleichungen nicht.
Auflésen nach X;:
X, =0 {b} - Xo = {b} - X;
Einsetzen liefert:
Xy ={b} - {b} - X, U {e}
Auflésen nach Xo:
Xy = ({0} - {b})"
Damit ist
Xi = {b} - ({8} - {b})°
und
Xo = {a} - {a} - {0} - ({0} - {B})" = L(A).
Als reguléren Ausdruck fiir L(A) liefert dieses Verfahren also: L(A) = L(a*ab(bb)*).
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Beweis von Lemma 5.6.

1) A*B ist Losung:
A-A*-BUB=(A-A*U{e})-B=A"-B

2) Eindeutigkeit:
Es sei L eine Losung, d.h. L=A-LUB.
2.1) A*B C L.

Wir zeigen durch Induktion iiber n: A"B C L.
e ’'B=BC(A-LUB)=1L

e Gelte A"B C L.
Es folgt: A""'B=A-A"BCA-LCA-LUB=1L

Wegen A*B =, ., A" B folgt damit A*B C L.

n>0
22) L C A*B.
Angenommen, dies gilt nicht. Es sei w € L ein Wort minimaler Lénge mit
w ¢ A*B.
weL=A-LUB,dh. weA-Loderw e B. Firw € B folgt w € A*B
(Widerspruch).

Aus w € A- L folgt, dass es u € A und v € L gibt mit w = uv. Wegen ¢ ¢ A

ist |v| < |w|. Wegen Minimalitéit von w folgt v € A*B (Widerspruch, da dann
w=uv € A*B).

0

Zum Abschluss von Teil I erwdhnen wir einige hier aus Zeitgriinden nicht behandelte
Themenbereiche:

Endliche Automaten mit Ausgabe:

Uberginge p o, 4 ¢, wobei v € I'* ein Wort iiber einem Ausgabealphabet ist.
Solche Automaten beschreiben spezielle Funktionen »* — I'™.

algebraische Theorie formaler Sprachen:
Jeder Sprache L wird ein Monoid M, (syntaktisches Monoid) zugeordnet. Klassen
von Sprachen entsprechen dann Klassen von Monoiden, z.B. L ist reguldr gdw.
M7 ist endlich.

Automaten auf unendlichen Woértern:
Biichi-Automaten sind endliche Automaten, bei denen man unendliche Worter
(unendliche Folgen von Symbolen) eingibt.

Baumautomaten:

Sind Automaten, die Bdume statt Worter als Eingaben haben.
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. Grammatiken, kontextfreie
Sprachen und Kellerautomaten

Einflihrung

Wir werden hier Klassen formaler Sprachen untersuchen, die allgemeiner sind als die
der reguldren Sprachen. Insbesondere werden wir die Klasse der kontextfreien Sprachen
genauer betrachten, da durch sie z.B. die Syntax von Programmiersprachen (zumindest

in grofsen Teilen) beschreibbar ist.

Zunéchst fiihren wir allgemein den Begriff der Grammatik ein. Klassen formaler Sprachen
erhélt man durch einschrénkende Bedingungen an die Form der Grammatik.
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6. Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken dienen dazu, Worter zu erzeugen. Man hat dazu Regeln, die es erlauben,
ein Wort durch ein anderes Wort zu ersetzen (aus ihm abzuleiten). Die erzeugte Sprache
ist die Menge der Worter, die ausgehend von einem Startsymbol erzeugt werden kénnen
durch wiederholtes Ersetzen.

Beispiel 6.1
Regeln: S —aSb (1)
S—¢ (2)
Startsymbol: S

Eine mogliche Ableitung eines Wortes wére:

S 1 aSh — aaSbb —— aaaSbbb — aaabbb

Das Symbol S ist hier ein Hilfssymbol (nichtterminales Symbol) und man ist nur an den
erzeugten Wortern interessiert, die das Hilfssymbol nicht enthalten (7Terminalworter).
Man sieht leicht, dass dies hier alle Worter a™b™ mit n > 0 sind.

Definition 6.2 (Grammatik)
Eine Grammatik ist von der Form G = (N, %, P, S), wobei

e N und ¥ endliche, disjunkte Alphabete sind. (Man bezeichnet die Symbole aus N
als Nichtterminalsymbole, die Symbole aus ¥ als Terminalsymbole),

e S € N das Startsymbol ist,

e P C (NUX)TX(NUX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln ( Produktionen)
1st.

Produktionen (u,v) € P schreibt man gewohnlich als u — v.

Beispiel 6.3
G = (N,%, P, S) mit

e N = {S B}

Y = Aa,b,c}

P = {S — aSBc,
S — abe,
cB — Be,
bB — bb}

Im Folgenden schreiben wir meistens Elemente von N mit Grossbuchstaben und Ele-
mente von Y mit Kleinbuchstaben.

Wir definieren nun, was es heifst, dass man ein Wort durch Anwenden der Regeln aus
einem anderen ableiten kann.
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Definition 6.4 (durch eine Grammatik erzeugte Sprache)
Es sei G = (N, %, P, S) eine Grammatik und z,y seien Worter aus (N U X)*.

1) y aus x direkt ableitbar:
rhgy gdw. Jry, 20 € (NUX)* : Ju — v € P:ax = zyuxs Ay = 21029

2) y aus x in n Schritten ableitbar:
x Fg oy gdw. Jxg, 1, ..., € (NUX) 129 = 2 Axy = yAx; Fo iy fir
0<i1<n

3) y aus x ableitbar:
rhFLy gdw. In>0:2 4y

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G) ={we X | Sk, w}.
Man ist also bei der erzeugten Sprache nur an den in G aus S ableitbaren Terminalwor-

tern interessiert.

Beispiel 6.3 (Fortsetzung)

Stg abe, d.h. abe € L(G)
Sta aSBce

Fo aaSBcBce

Fo aaabcBeBe

Fo aaabBecBe

2, aaabBBcce

2 aaabbbece
Es gilt: L(G) = {a"b"c" | n > 1}
Bewezs.
, 2" Firn =1 1ist abe € L(G) klar. Fiir n > 1 sieht man leicht:
S l—g’l a" 'S(Be)" g a™be(Be)" Tt Fe a"bB" e Fe abtc"
»C' Gelte S HE w mit w € ¥*. Wird sofort die Produktion S — abc verwendet, so ist

w = abc € {a"b"c" | n > 1}.
Sonst betrachten wir die Stelle in der Ableitung, an der S das letzte mal auftritt:

S5 a™ 1Sy mit v € {¢, B} und |u|g = |Jul. =n —1
(nur S — aSBe¢, cB — Bc angewendet, da noch kein b vorhanden).
a" 'Su kg a"beu i w.

Um von a"bcu aus nun alle nichtterminalen Symbole B zu entfernen, muss man
bB — bb anwenden. Damit B aber auf b stofit, muss es links von allen cs stehen.

O
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Beispiel 6.5
G = (N,X%, P, S) mit
e N = {5 B}
Y = {a,b}
P = {S —aS,
S — b5,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

L(G) =9 - {a} - {b} - &

Die Grammatiken aus Beispiel 6.5, 6.3 und 6.1 gehoren zu unterschiedlichen Stufen der
Chomsky-Hierarchie:

Definition 6.6 (Typen von Chomsky-Grammatiken)
Es sei G = (N, X, P, S) eine Grammatik.
e Jede Grammatik G heift Grammatik vom Typ 0.

e G heifst Grammatik vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls jede Produktion von GG
die Form

— uiAug — ugwug mit A € N, ug, ug, w € (XU N)* und |w| > 1 oder
— S — ¢ hat.
Ist S — ¢ € P, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor.

e G heilt Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls jede Regel von G die Form
A — what mit A€ N,w e (XUN)*.

e G heifit Grammatik vom Typ 8 (rechtslinear), falls jede Regel von G die Form
A — uB oder A — u hat mit A, B € N, u € X*.

kontextfrei: Die linke Seite jeder Produktion besteht nur aus einem Nichtterminalsym-
bol A, das daher stets unabhéngig vom Kontext im Wort ersetzt werden kann.

kontextsensitiv: u; Aus, — ujwuy. Hier ist die Ersetzung von A durch w abhéngig
davon, dass der richtige Kontext (u; links und uy rechts) vorhanden ist. |w| > 1
sorgt dafiir, dass die Produktionen die Wérter verlangern (Ausnahme S — ¢, die
aber nur zur Erzeugung von ¢ dient).

Definition 6.7 (Klasse der Typ-i-Sprachen)

Fiir ¢+ = 0,1, 2, 3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als
L; ={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

Wir werden sehen: L3 C Lo C L1 C Ly.
Nach Definition der Grammatiktypen gilt offenbar £3 C L5 und £ C L.
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7. Rechtslineare Grammatiken und regulare Sprachen

Satz 7.1
Die Typ-3-Sprachen sind genau die requldren/erkennbaren Sprachen, d.h.

L3 =A{L | L ist requldr}.
Beweis. Der Beweis wird in zwei Richtungen durchgefiihrt:

1. Jede Typ-3-Sprache ist erkennbar

Es sei L € L3, d.h. L = L(G) fiir eine Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S). Es gilt
we L(G) gdw.
Es gibt eine Ableitung

(*) S = BO I—G w131 I—G wlwng l_G NN l_G wy ... wn_an_l l_G Wy ... Wp—1Wp

fir Produktionen B; | — w;B; ¢ P (i=1,...,n)und B, — w, € P.

Wir konstruieren nun einen NEA mit Worttransitionen, der die Nichtterminalsym-
bole von G als Zustidnde hat:

A= (NU{Q}, %2, S, A, {Q}), wobei
e () ¢ N neuer Endzustand ist und
e A={(A,w,B)| A— wBe P}U{(A,w, Q)| A— we P}

Ableitungen der Form (%) entsprechen nun genau Pfaden in A:
(%x) (S, w1, B1)(Bi,ws, By) ... (Bn_2,Wn_1, By1)(Bp-1, Wy, )
Dies zeigt L(A) = L(G).

Beispiel 6.5 (Fortsetzung)
P= {S —aS,
S — b5,
S — abB,
B — aB,
B — bB,
B — ¢}

liefert den folgenden NEA mit Wortiibergéngen:
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2. Jede erkennbare Sprache ist eine Typ-3-Sprache

Es sei L = L(A) fiir einen NEA A = (Q, %, qo, A, F)). Wir definieren daraus eine
Typ-3-Grammatik G = (N, X, P, S) wie folgt:

N :=Q
S=qo
P:={p—aq|(paq) e AtU{p—c|pcF}

Ein Pfad in A der Form

(C]o, ay, Q1)(Q1, a2, 612) e (Qn—la Qp, qn)

mit ¢, € F entspricht nun genau einer Ableitung

G Fcaiqu Fgarasq g ... Fgay...anq, Fgay...ap,.

Beispiel:
Der folgende NEA

liefert die Grammatik mit den rechtslinearen Produktionen
P= {q — aq,

qo — bqo,

qo — aqu,

q — bg,

q2 — aqo,

q2 — bg,

Q2 — E}

Korollar 7.2
L3 C L.

Beweis. Wir wissen bereits, dass L3 C Lo gilt. Aufserdem haben wir mit Beispiel 6.1
eine Sprache L := {a"b" | n > 0} € Ly. Im Teil I haben wir gezeigt, dass L nicht
erkennbar/regulér ist, d.h. mit Satz 7.1 folgt L ¢ Ls. O
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Beispiel 7.3
Als ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist, betrachten
wir L = {a"b™ | n # m}. (Vgl. Beispiele 3.3, 4.2) Man kann diese Sprache mit folgender
kontextfreier Grammatik erzeugen:
G = (N,%, P, S) mit

e N = {S ;S > S S}

e X = {ab}
e P = {S —aSs, S — Scb,
S> — aSsb, S< — aS<b,
Sz — CLSE, SS B— Sgba
SZ — &, SS — 6}
Es gilt nun:

o S FLwe{a, b} = w=a"b" mit n >m,
o ScFLwe{a, b} = w=a"b" mit n <m,
woraus sich ergibt:
o SHLwe {a,b}* = w=aa™™ mit n > m oder w = a™b™b mit n < m,

d.h. L(G) = {a™™ | n # m}.
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8. Normalformen kontextfreier Grammatiken

Wir werden zeigen, dass man die Klasse aller kontextfreien Sprachen bereits mit kon-
textfreien Grammatiken einer eingeschrinkten Form erzeugen kann.

Zwei Grammatiken heifsen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.

Zunéchst zeigen wir, dass man ,iiberfliissige’ Symbole aus kontextfreien Grammatiken
eliminieren kann.

Definition 8.1 (terminierende, erreichbare Symbole; reduzierte Grammatik)
Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

1) A € N heifit terminierend, falls es ein w € ¥* gibt mit A -, w.
2) A € N heilt erreichbar, falls es u,v € (X U N)* gibt mit S F}, uAwv.
3) G heifst reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend sind.

Lemma 8.2

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, S) kann man effektiv die Menge der
erreichbaren Nichtterminalsymbole bestimmen.

Beweis. Wir definieren dazu

EO = {S}
Ei—f—l = F; U {A | dB € E; mit Regel B — ujAuy € P}

Es gilt
EcCE,CE,C...CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ey = Fjy,1 und damit Ey = |J E;.

i>0
Behauptung:
E, ={A € N | Aist erreichbar}, denn:

,C": Offenbar enthalten alle F; nur erreichbare Symbole

2" Zeige durch Induktion iiber i: .S l—iG uAv = A € E;.

Beispiel:

P={ S—aS, A— ASB,
S—SB, A—C,
S—SS, B — Cb,
S—ce }

EOI{S} CEl :{S,B} CEQI{S,B,C}:E3

Es ist also A das einzige nichterreichbare Symbol.
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Lemma 8.3

Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, S) kann man effektiv die Menge der
terminierenden Symbole bestimmen.

Beweis. Wir definieren dazu

Th={AeN|Jwe¥X:A—weP}
Tiv1 =T, U{AeN|Fwe (XUT)":A— we P}

Es gilt
T'CT, C...CN.

Da N endlich ist, gibt es ein k mit Ty, = T3 = |J T;.
i>1

Behauptung:
T, = {A € N | Aist terminierend}, denn:

,C": Offenbar sind alle Elemente von T; (i > 1) terminierend:
e | = 1: Abgwe X",
e 1 — 1+ 1: A }_G’ U131UQBQ - .uanun+1, Bz I_*G w; € >F

w2t Zeige durch Induktion iiber i:
AFwey = AcT,.

ei=1 At weX =A-—weP=AcT
L] Z—>Z+1A|_G ulBl...uanunJrl
I—éiw:ulwl...unwnunﬂ, ujw; € X5, B e N

= Fiir alle j gilt: B; l—éi w; € X7
= B; € T; (Induktion) = A € T,

Aus Lemma 8.3 folgt unmittelbar:
Satz 8.4

Das Leerheitsproblem st fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar.
Beweis. Offenbar gilt L(G) #0 gdw. Jw € ¥* : SFL w gdw. S ist terminierend. O
Lemma 8.2 und 8.3 zusammen zeigen, wie man unerreichbare und nichtterminierende

Symbole eliminieren kann.

Satz 8.5

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # 0 kann man effektiv eine dquivalente
reduzierte kontextfreie Grammatik erzeugen.
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Beweis.
Erster Schritt: Eliminieren nicht terminierender Symbole.
Zu G = (N,%, P, S) definieren wir G’ := (N, 3, P', S), wobei
e N':={A € N | Aist terminierend in G}
e P={A—weP|AeN,we (N UX)}
Beachte: Aus L(G) # () folgt S € N'!
Zweiter Schritt: Eliminieren unerreichbarer Symbole.
Wir definieren G” := (N", 3, P", S), wobei
o N":={A e N'| Aist erreichbar in G’}
e P/:={A—weP |Ac N}
Beachte: Ist A €¢ N” und A — u;Buy € P, so ist B € N”.
Man sieht leicht, dass L(G) = L(G") = L(G") und G” reduziert ist. O

Vorsicht:

Die Reihenfolge der beiden Schritte ist wichtig! Symbole, die in G noch erreichbar waren,
miissen es in G’ nicht mehr sein.
7.B.: S — AB mit A terminierend, B nicht.

Als néchstes eliminieren wir Regeln der Form A — «.

Lemma 8.6

Es sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann lisst sich eine Grammatik G' ohne Regeln
der Form A — ¢ konstruieren mit L(G') = L(G) \ {¢}.

Beweis.
1) Finde alle A € N mit A e:

Ny ={AeN|A—ceP}

Es gibt ein k mit Ny, = Ny = |J ;. Fiir dieses k gilt: A € N, gdw. AR e

i>1
2) Eliminiere in G alle Regeln A — . Um dies auszugleichen, nimmt man fiir alle
Regeln

A— w By ... uy By, mit B; € Ny und w; € (XU N\ Ny)*
die Regeln
A — uyfus .. up Bty mit §; € { By, e} und uiBiug . .. upBptinyg # €

hinzu. O
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Beispiel:

P= {S—aS, S— 5SS, S— bA,
A — BB,
B — CC, B — aAbC,
C — e}

Ny = {C}a

Nl - {Cu B}7

NQI {C,B,A}:Ng

P = {S—aS, S— SS, S—bA, S —b,
A— BB, A— B,
B— CC, B— C,
B — aAbC, B — abC, B — aAb, B — ab}

Die Ableitung S - bA = bBB F bCCB + bCCCC F* b kann in G’ direkt durch S F b

erreicht werden.
Definition 8.7 (e-freie kontextfreie Grammatik)
Eine kontextfreie Grammatik heifst e-frei, falls gilt:
1) Sie enthélt keine Regeln A — ¢ fiir A # S.
2) Ist S — ¢ enthalten, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor.

Satz 8.8

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann effektiv eine dquivalente e-freie Grammatik
konstruiert werden.

Beweis. Konstruiere G’ wie im Beweis von Lemma 8.6 beschrieben. Ist ¢ ¢ L(G) (d.h.
St e, also S ¢ Nyi), so ist G die gesuchte e-freie Grammatik. Sonst erweitere G’ um
ein neues Startsymbol Sy und die Produktionen Sy — S und Sy — ¢. O

Korollar 8.9
Ly C L.

Beweis. Offenbar ist jede e-freie kontextfreie Grammatik eine Typ-1-Grammatik:
e Produktionen: uy Auy — ujwus mit |w| > 1

e kontextfrei: u; = ¢; S — ¢ und S nicht auf rechter Seite). 0

Wir zeigen nun, dass man auch auf Regeln der Form A — B verzichten kann.

Satz 8.10

Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine aquivalente kontextfreie Gram-
matik konstruieren, die keine Regeln der Form A — B (A, B € N) enthdilt.
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Beweisskizze.

1) Bestimme zu jedem A € N die Menge N(A) :={B € N | A+, B}
(effektiv machbar).

2) P={A—w|B—weP, BeE NA)undw ¢ N} O
Beispiel:
P={S— A  A— B, B— aA, B— b}
N(S) ={S, A, B},
N(A) ={A, B},
N(B) = {B}
P'={B—aA, A— aA, S— aA,
B—1b A—b S—b}

Wir zeigen nun, dass man sich auf Regeln sehr einfacher Form beschrinken kann, ndmlich
A— aund A — BC.

Satz 8.11 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik lisst sich umformen in eine dquivalente Grammatik, die
nur Regeln der Form

e A—a A— BC mit A, B,CEN, a€X
e und eventuell S — &, wobei S nicht rechts vorkommdt

enthalt. Fine derartige Grammatik heiffit dann Grammatik in Chomsky-Normalform.

Beweis.

1) Konstruiere zu der gegebenen Grammatik eine dquivalente e-freie ohne Regeln der
Form A — B. (Dabei ist die Reihenfolge wichtig!)

2) Fiihre fiir jedes a € X% ein neues Nichtterminalsymbol X, und die Produktion
X, — a ein.

3) Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ ¥ alle Terminalsymbole a durch die
zugehorigen X,.

4) Produktionen A — By ... B, fiir n > 2 werden ersetzt durch
A— B0y, C) — ByCs, ..., Cg — B,_1B,

wobei die C; jeweils neue Symbole sind.
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Beachte:

Fiir einen NEA A (eine rechtslineare Grammatik G') kann man das Wortproblem, also
die Frage ,w € L(A)? (,w € L(G)?) z.B. deshalb entscheiden, da ein Pfad in A, der w
erkennt (eine Ableitung in GG, die w erzeugt) genau die Lange |w| haben muss. Es gibt
aber nur endlich viele Pfade (Ableitungen) dieser festen Lénge.

Bei allgemeinen kontextfreien Grammatiken kann man keine Schranke fiir die Lange einer
Ableitung von w aus S angeben, wohl aber bei Grammatiken in Chomsky-Normalform:

e Produktionen der Form A — BC verlingern um 1, d.h. sie konnen maximal
|w| — 1-mal angewandt werden.

e Produktionen der Form A — a erzeugen genau ein Terminalsymbol von w, d.h.
sie werden genau |w|-mal angewandt.

Es folgt: w € L(G) \ {e} wird durch eine Ableitung der Lange 2|w| — 1 erzeugt.

Da es aber i.a. > 2" Ableitungen der Lange n geben kann, liefert dies ein exponentielles
Verfahren zur Entscheidung des Wortproblems.

Ein besseres Verfahren (kubisch) liefert die folgende Uberlegung:

Definition 8.12
Es sei G = (N, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und
w=a...a, € 2. Wir definieren:

Mit dieser Notation gilt nun:

1) SeNp, gdw. w € L(G)
2) A€ Ny gdw. ARy a;
gdw. A —a; € P
3) AeN,;jfiri<y gdw. AF{a;...aq;
gdw. JA — BC € P und ein k mit ¢ < k < j mit
Brgap...ap,und CFgoagq .. .q4
gdw. JA — BC € P und k mit ¢ < k < j mit
B € Ny, und C' € Ngy1);

Diese Uberlegungen liefern das folgende iterative Verfahren zur Bestimmung von Nyj:
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Algorithmus 8.13 (CYK-Algorithmus von Cocke, Younger, Kasami)

For ¢ := 1 To n Do
Nii = {A | A—>a,~EP}
FOorR d := 1 Ton—1Do  (wachsende Differenz d = j — 1)
For i :=1 To n—d Do
ji=1+4+d
Nzg ::(Z)
For k := i To j—1 Do
Nij = NZJU{A | 3A—>BC€P mltBGle undC’EN(kH)j}

Beachte:

In der innersten Schleife sind die Differenzen k —i und j — k + 1 kleiner als das aktuelle
d, also sind N;; und N1y, bereits berechnet.

Satz 8.14

Fiir eine gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform entscheidet Algorithmus 8.13 die
Frage ,w € L(G)?“ in der Zeit O(|wl|?).

Beweis. Drei geschachtelte Schleifen, die jeweils < |w| = n Schritte machen, daraus
folgt: |w|® Schritte in der innersten Schleife. O
Beachte:

Die Grofe von G ist hier als konstant angenommen (fest vorgegebenes ). Daher ist die
Suche nach den Produktionen A — BC' und A — a; auch konstant.

Beispiel:
P= {S— SA, S —aq,
A — BS,

B— BB, B— BS, B—b, B— ¢}

und w = abacba:

i\j |1 2 3 4 5 6
1 |S 0 S 0 0 S
2 B A B | B B A B
3 S 0 0 S S € Nig={S}
4 B B A, B = we L(G)
5 | B A, B
6 S
w=|a b a c b a
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Eine weitere interessante Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die Greibach-
Normalform, bei der jede Produktion mindestens ein Terminalsymbol erzeugt.

Satz 8.15

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich effektiv umformen in eine dquivalente Gramma-
tik, die nur Regeln der Form

e A—aw (AeN,aeX weN*)
e und eventuell S — &, wobei S nicht rechts vorkommt

enthdlt (ohne Beweis!).
Eine derartige Grammatik heifst Grammatik in Greibach-Normalform.
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9. Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz 9.1

Die Klasse Lo der kontextfreten Sprachen ist unter Vereinigung, Konkatenation und
Kleene-Stern abgeschlossen.

Beweis. Es seien Ly = L(G7) und Ly = L(G3) die Sprachen fiir kontextfreie Grammati-
ken G; = (N;, %, P, S;) (i =1,2). 0.B.d.A. nehmen wir an, dass N; N Ny = ().

1) G = (N1UN2U{S},E,P1UP2U{S—> Sl,S—)SQ},S) mit S §é N1UN2
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = Ly U Lo.

2) G/ = (N1UN2U{S},Z,P1UP2U{S—> 5152},5) mit S §é N1UN2
ist eine kontextfreie Grammatik mit L(G') = Ly - L.

3) G" .= (Nl U {S},E,Pl U {S — E,S — SSl},S) mit S ¢ N1
ist eine kontextfreie Grammatik fiir L} O

Wir werden zeigen, dass Abschluss unter Durchschnitt und Komplement nicht gilt. Dazu
benotigen wir zunéchst eine geeignete Methode, von einer Sprache nachzuweisen, dass
sie nicht kontextfrei ist. Dies gelingt wieder mit Hilfe eines Pumping-Lemmas. Um dieses
zu zeigen, stellt man Ableitungen als Baume, sogenannte Ableitungsbiume dar.

Beispiel:
P={S— S0S,S — a}
Drei Ableitungen des Wortes ababa:

1) SF SbSF abS F abSbhS F ababS F ababa
2) SE SbSF abS t abSbS = abSba - ababa
3) SF SbSF Sbat SbSba b= Sbaba t- ababa

Die zugehorigen Ableitungsbaume:

Fiir 1) und 2): Fiir 3):

/TN I\

S b S S b S

N N,

a S b S S b S a
a a a a

Ein Ableitungsbaum kann also fiir mehr als eine Ableitung stehen und dasselbe Wort
kann verschiedene Ableitungsbaume haben.
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Allgemein:

Die Knoten des Ableitungsbaumes sind mit Elementen aus > U N beschriftet. Ein mit
A beschrifteter Knoten kann mit ag, ..., a,, beschriftete Nachfolgerknoten haben, wenn
A— ai...q, € P ist.

Ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel mit A beschriftet ist und dessen Blétter (von links
nach rechts) mit aq,...,a, € ¥ U N beschriftet sind, beschreibt eine Ableitung
AL ar. .oy

Lemma 9.2 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
Es sei G eine e-freie kontextfreie Grammatik, die
e keine Regeln der Form A — B enthiilt,
e m nichiterminale Symbole enthdilt
e nur rechten Regelseiten der Linge < k hat
Es sein = k™
Dann gibt es fir jedes z € L(G) mit |z| > n eine Zerlequng z = uwvwzy mit:
o vx # ¢ und |[vwz| < n

o w'wz'y € L(G) fiir alle i > 0.

Beweis.

1) Ein Baum der Tiefe < ¢ und der Verzweigungszahl < k hat maximal k' viele
Blatter:

eine Ebene: < k Blitter | zwei Ebenen: < k? Blétter

/ , etc.

Da der Ableitungsbaum fiir z als Blattanzahl |z| > k™*! hat, ist die maximale
Tiefe (langster Pfad von Wurzel bis Blatt) > m + 1.

2) Da es nur m verschiedene Elemente in N gibt, kommt auf diesem ldngsten Pfad
ein nichtterminales Symbol A zweimal vor.

S
langster Pfad,
Lange > m +1
Wir wahlen hier 0.B.d.A. A so, dass es in dem Baum w keine andere

Variablenwiederholung gibt. Daher hat dieser Baum eine Tiefe < m + 1, was
lowz| < k™ = n zeigt.
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3) Esgilt: SF; udy, AFLvAz,  AFE w, woraus folgt:
S k5 oudy By w'Ax'y B ow'wa'y.

4) vx # e: Da G e-frei ist, wére sonst A F{, vAz nur bei Anwesenheit von Regeln der
Form A — B moglich. O

Satz 9.3
Lo C L.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass Lo C L4 gilt (Korollar 8.9). Es bleibt zu zeigen,
dass die Inklusion echt ist.
Dafiir betrachten wir die Sprache L = {a"b"¢" | n > 1}, und zeigen: L € L, \ Lo

1) Wir zeigen zundchst L ¢ L5. Angenommen, L € L5. Dann gibt es eine e-freie
kontextfreie Grammatik G' ohne Regeln der Form A — B fiir L. Es sei ng = k™!
die zugehorige Zahl aus Lemma 9.2. Wir betrachten z = a™b™c¢™ € L = L(G).
Mit Satz 9.2 gibt es eine Zerlegung

2z = wowzy, ve # ¢ und w'wz'y € L fiir alle i > 0.
1. Fall: v enthélt verschiedene Symbole. Man sieht leicht, dass dann
w’wz’y ¢ a*b*c* O L.
2. Fall: = enthélt verschiedene Symbole. Dies fithrt zu entsprechendem Wider-

spruch.

3. Fall: v enthélt lauter gleiche Symbole und z enthélt lauter gleiche Symbole.
Dann gibt es einen Symbole aus {a, b, c}, der in zv nicht vorkommt. Daher
kommt dieser in uvway = uwy weiterhin ng-mal vor. Aber es gilt [uwy| <
3ng, was uwy ¢ L zeigt.

2) In Beispiel 6.3 haben wir eine Grammatik G mit L(G) = {a™0"c¢" | n > 1} angege-
ben. Leider enthélt GG eine Produktion, die nicht die Bedingungen fiir kontextsen-
sitive Produktionen (uAv — uwwv, |w| > 1) erfiillt: ¢B — Be. Wir modifizieren
G wie folgt:

e Ersetze in allen Produktionen ¢ durch ein neues nichtterminales Symbol C'
und nimm die Produktion C' — ¢ hinzu:

{S — aSBC, S — abC, CB — BC, bB — bb, C — c}.

e Ersetze nun OB — BC durch die kontextsensitiven Produktionen
CB e AlB, AlB — AlAQ, A1A2 e BAQ, BA2 — BC

Diese Produktionen kénnen nur dazu verwendet werden, CB — BC' zu
simulieren. O
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Beachte:

Auf diese Art kann man leicht zeigen, dass jede nichtkiirzende Produktion u — v (mit
lu| < |v]) durch konteztsensitive Produktionen ersetzt werden kann, ohne die Sprache
zu andern.

Korollar 9.4

Die Klasse Lo der kontextfreien Sprachen ist nicht unter Durchschnitt und Komplement
abgeschlossen.

Bewets.
1) Die Sprachen {a"0"¢™ | n > 1,m > 1} und {a™b"c" | n > 1,m > 1} sind in Lo:
o {a""c™ |n>1m>1}={a"" | n>1}-{c" | m>1}

TV
€ Lo = cte L3 C Lo
TV -

€ Lo (Konkatenation)
o {a™"c" | n>1,m > 1} — analog
2) {a"b"c" | n>1} ={a"b"c™ | n,m > 1} N{a"b"c" | n,m > 1}.
Wire Lo unter N abgeschlossen, so wiirde {a"b"c" | n > 1} € L, folgen.
Widerspruch zu Teil 1) des Beweises von Satz 9.3.

3) LiNLy= LU Ls.
Wiére L5 unter Komplement abgeschlossen, so auch unter N, da £, unter U abge-
schlossen ist. Wiederspruch zu 2).

O

Beachte:

Man kann daher das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach auf das
Leerheitsproblem reduzieren. Wir werden spéter sehen, dass das Aquivalenzproblem fiir
kontextfreie Sprachen sogar unentscheidbar ist.
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10. Kellerautomaten

Bisher hatten wir kontextfreie Sprachen nur mit Hilfe von Grammatiken charakterisiert.
Wir haben gesehen, dass endliche Automaten nicht in der Lage sind, alle kontextfreien
Sprachen zu akzeptieren.

Um die Beschreibung von kontextfreien Sprachen mit Hilfe von endlichen Automaten zu
ermoglichen, muss man diese um eine (potentiell unendliche) Speicherkomponente, einen
sogenannten Keller, erweitern.

Die folgende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

Eingabe: von links nach rechts; nur ein Symbol sichtbar

Lese
kopf

endliche Schreibkopf
Kontrolle

« nur oberstes Symbol
sichtbar
N J .
N + Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben
+ kann beliebig grof3 werden
N J
\
Keller

Definition 10.1 (Kellerautomat)

Ein Kellerautomat (pushdown automaton, kurz PDA) hat die Form
A = (Q7 27 Fu q0, Z07 A)7 wobei

e () eine endliche Menge von Zustdnden ist,

e > das Fingabealphabet ist,

e [' das Kelleralphabet ist,

e ¢y € QQ der Anfangszustand ist,

o /€ I' das Kellerstartsymbol ist und

e ACQx (ZU{e}) xT x I'* x Q eine endliche Ubergangsrelation ist.

Anschaulich bedeutet die Ubergangsrelation:

(q,a,Z,7,q): Im Zustand ¢ mit aktuellem Eingabesymbol a und oberstem Kellersymbol
7 darf der Automat Z durch v ersetzen und in den Zustand ¢’ und zum néchsten
Eingabesymbol iibergehen.
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(q,e,7Z,7,q'): wie oben, nur dass das aktuelle Eingabesymbol nicht relevant ist und man
nicht zum néchsten Eingabesymbol iibergeht (der Lesekopf dndert seine Position
nicht).

Den aktuellen Zustand einer Kellerautomatenberechnung kann man beschreiben durch

e den noch zu lesenden Rest w € ¥* der Eingabe (Lesekopf steht auf dem ersten
Symbol von w)

e den Zustand q € Q)
e den Kellerinhalt -y € T'* (Schreiblesekopf steht auf dem ersten Symbol von )

Definition 10.2

Eine Konfiguration von A hat die Form
K= (qw,y) €QxX xI™

Die Ubergangsrelation erméglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:
e (q,aw,Zv)F (¢, w,p) falls (q,a,Z,3,¢) € A
o (q,w,Zy)F (¢ w,By) falls (¢,¢, 7, 8,¢') € A
o KH K gdw. dn >0 dK,,..., K, mit

IC():IC, /Cn:/C'undlCil—/Ci+1fiirO§i<n.

Der Automat A akzeptiert das Wort w € ¥* gdw.
(qo,w, Zo) F* (q,e,¢) (Eingabewort ganz gelesen und Keller leer).
Die von A akzeptierte Sprache ist
L(A) = {w € ¥ | A akzeptiert w}.

Beispiel 10.3
Ein PDA fiir {a"b" | n > 1}.

b Q - {QO7 qi, f}7
o I'= {Z,7)
e Y= {a,b}und
e A= {(q, a, Zy, ZZy, qo), (erstes a,speichere 7)
(o, a, Z, ZZ, q), (weitere a’s, speichere Z)
(o, b, Z, e, q1), (erstes b, entnimm 7))
(1, b, Z, e, ¢1), (weitere b’s, entnimm 7))
(1, &, Zo, e, f)}  (lésche das Kellerstartsymbol)
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Betrachten wir uns einige Konfigurationsiibergénge:

1) (qo,aabb, Z(]) F (qo,abb, ZZO) F (q07 bb, ZZZO) F (Q17b7 ZZO) ~ (ql,é‘f, Zo) + (f,E,E)
— akzeptiert

2) (QO7 aa’b]‘ ZO) = (QO7 b7 ZZZO) - (Qh g, ZZO)
— kein Ubergang mehr moglich

3) (q07 a'bba ZO) - ((107 bba ZZO) H (Qh ba ZO) - (fa b7 6)
— nicht akzeptiert

Der Kellerautomat aus Beispiel 10.3 ist deterministisch, da es zu jeder Konfiguration
hochstens eine Folgekonfiguration gibt.

Definition 10.4

Der PDA A = (Q, %, T, qo, Zo, A) heilt deterministisch, falls die folgenden beiden Be-
dingungen erfiillt sind:

1) Vg € Q Va € XU {e} VZ €T existiert hochstens ein Ubergang der Form

(q,a,Z,...,...) € A.
2) Existiert ein Tupel (¢,e,Z,...,...) € A, so existiert kein Tupel der Form
(q,a,Z,---,...) EAmitaEZ.
Beispiel:

Die Sprache L = {w w | w € {a,b}*} (wobei fir w = ay ...a, gilt w= a,...a;) wird
von einem nichtdeterministischen PDA akzeptiert.
Idee: Der PDA legt die erste Worthélfte im Keller ab und greift darauf in umgekehrter

Reihenfolge beim Lesen der zweiten Worthilfte zuriick. So kann Nichtiibereinstimmung
festgestellt werden (kein Ubergang bei Nichtiibereinstimmung).

Nichtdeterminismus ist intuitiv nétig, da man ,raten” muss, wann die Wortmitte erreicht
ist (Man kann beweisen, dass kein deterministischer PDA diese Sprache akzeptiert).

Q = {QO7q17Q27f}7 I'= {a’u b7 ZO}7 Y= {a’u b}7 A=

{(@o, &  Zo, £, f), | akzeptiert e
(g0, a/b, Zy, a/bZy, q1), | Lesen
(@1, a, b, ab, ¢1), | und
(i, b, a, ba, ¢1), | Speichern
(¢, a, a, aa, ¢1), | der ersten
(q, b, b, bb, q), | Worthélfte
(1, b, b, g, ¢2), | Lesen der
(1, a, a, £, Q2), | zweiten Hilfte
(q2, b, b, g, ¢2), | und Vergleichen
(@2, @, a, g, ¢2), | mit erster
(G2, &, Zo, g, )} | Entfernen Kellerstartsymbol
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Es gibt auch einen anderen Akzeptanzbegriff fiir PDAs, bei dem man nicht fordert, dass
der Keller leer ist, sondern dass ein Endzustand (aus einer Menge F' C ()) erreicht ist.
Dieser Akzeptanzbegriff liefert aber dieselbe Sprachklasse.

Wir werden nun zeigen, dass man mit Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
akzeptieren kann.

Satz 10.5

Fiir eine formale Sprache L sind dquivalent:
1) L = L(G) fiir eine kontextfreie Grammatik G.
2) L = L(A) fiir einen PDA A.

Beweis.

w1 — 2% Essei G = (N, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Der zugehorige PDA
simuliert Linksableitungen von G, d.h. Ableitungen, bei denen stets das am wei-
testen links stehende Nichtterminalsymbol zuerst ersetzt wird.

Beachte:

Jedes Wort in L(G) kann durch eine Linksableitung erzeugt werden (da G kon-
textfrei ist).

Wir definieren dazu A = ({¢}, X, XU N,q,S,A) mit A :=
{(¢,6,A,7,q) | A— v € P} U (Anwenden einer Produktion auf oberstes

Kellersymbol) (%)
{(¢,a,a,e,q) | a € ¥} (Entfernen bereits erzeugter Terminalsym-
bole von der Kellerspitze, wenn sie in der
Eingabe vorhanden sind) (%x)
Beispiel:
P={S—¢, S — aSa, S— bSb} liefert die Ubergiinge:
(¢, & S & @, (S—¢)
(¢, e, S, aSa, q), (S — aSa)
(qa g, Sa bSb7 Q)7 (S - bSb)
(¢, a, a, e, q), (a entfernen)
(g, b, b, ¢ q) (b entfernen)

Die Ableitung S aSa - abSba F abba entspricht der Konfigurationsfolge
(q,abba, S) F (q,abba,aSa) + (q,bba,Sa) F (q,bba,bSba) F
(g, ba, Sba) & (q, ba, ba) - (q,a,a) F(q.€,¢)

Behauptung:
Fir u,v e ¥*und a € {e}UN - (XU N)* gilt:

S k¢ wa mit Linksableitung gdw. (q,uv,S)F* (q,v, ).
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Beachte:
Fir a = ¢ = v folgt:

Stou gdw. (q,u,S)F" (q,¢,¢)
dh. L(G) = L(A).

Beweis der Behauptung.

<"1 Beweis durch Induktion iiber die Anzahl k der Uberginge mit Transitionen
der Form () : (¢,¢, 4,7, q).
k= 0:
Da im Keller S steht, sind auch keine Transitionen der Form (%) :
(q,a,a,e,q) moglich, d.h. u = und o = S. Offenbar gilt S +* S.

k— k+1:
, letzte Trans. (%) , Trans. (%)
Jurus v, S) F* (g, usv, Aa + , UV, YO H* LU, Q
(¢, mug v, S) = (g, uz ) (¢, u2v, ya') (¢,v, )
u U

Induktion liefert: S H* u; Ao/ und aukerdem wegen A — ~ € P:

uiAd' iy = uusar = uar.

»="" Beweis durch Induktion iiber die Lange der Linksableitung

k=0:
Dann ist u = ¢, a = S und (q,v,S) F° (¢,v,9)
k— k+1:

S FEM ua, doh.
S HE W AB = u'y8 mit u' € ¥* (da Linksableitung) und A — v € P.
—~—

Es sei v” das langste Anfangsstiick von ~(3, das in ¥* liegt. Dann ist
1,011

w'u” = u und « ist der Rest von v, d.h. v3 = uv"a.
Induktion liefert:

(¢4 @0, S) F* (q,u"v, AB) F (¢, u"v,7B) = (q,u"v,u"a).

UI

Aukerdem gibt es Uberginge (¢, u"v,u"a) F* (¢, v, a). O
n2 — 1" Essel A = (Q,%, T, qo, Zo, A) ein PDA. Die Nichtterminalsymbole der zuge-

horigen Grammatik G sind alle Tripel [p, Z,q] € Q@ x T x Q.

Idee:
Es soll gelten: [p, Z, q] F§ u € ¥* gdw.
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e A kommt vom Zustand p in den Zustand q
e durch Lesen von u auf dem Eingabeband und
e Lischen von Z aus dem Keller

(ohne dabei die Symbole unter Z anzutasten).
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Wie realisiert man dies durch geeignete Produktionen?

Betrachte den PDA-Ubergang (p,a, Z, X1 ... X,,p') € A. Hier wird a auf dem
Eingabeband verbraucht (falls nicht a = ¢). Z wird durch X; ... X,, ersetzt.

Um den Kellerinhalt zu erreichen, den man durch einfaches Wegstreichen von
Z erhalten wiirde, muss man also nun noch X;...X, 16schen. Loéschen von X;
kann durch das Nichtterminalsymbol [p;_1, X, p;] (fiir geeignete Zwischenzusténde
pi—1, pi) beschrieben werden.

Formale Definition:
G:= (N,%, P, S) mit
N:={Stu{lp,Z,q] | paeQ,ZeT}
P = {S_> [QO7207Q] | q S Q} U
{[pu Z, (J] — a[p07 Xlapl][p17X27p2] ce [pnthm Q] |

D;4,P0;P1s- -3 Pn—1 € Q7
a€XU{e} und

<p7a’7 Zle---Xn,p(]) € A und
q = po falls n =0}

Beachte:

Fiir n = 0 hat man die Produktion [p, Z, q] — a, welche dem Ubergang
(p,a,Z,e,q) € A entspricht.

Behauptung:
Fir alle p,qg € Q,u € ¥*, 7 € T gilt:

x)  (pu,Z)Fy (q,e,6) gdw. [p,Z,q]F5 u
Fiir p = pp und Z = Z, folgt daraus:

(QO7 u, ZO) = <Q7878> gd_W S l_G [QO7 ZOv Q] l_Z' u
dh.ve L(A) gdw. ue L(G).

Der Beweis dieser Behauptung kann durch Induktion iiber die Lénge der Konfigu-
rationsfolge (,=) bzw. tiber die Linge der Ableitung (,,<=*) gefiithrt werden.

U
Beispiel: (vgl. Beispiel 10.3)
Gegeben ist der PDA fiir {a™b" | n > 1}.

(g0,a,%0,%Z Z0,q0) (q0,b,Z.£,q1) (q1,8,Z0,e,f)

(QO7ab7 ZO) - (QO7b7 ZZO) = (QI787 ZO) = <f7878>
entspricht der Ableitung

S e lqo, Zo, fl e alao, Z, a1l |q1, Zo, f] Fa ablgr, Zo, f] Fa ab.
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Einfliilhrung

Aus der Sicht der Theorie der formalen Sprachen geht es in diesem Teil darum, Automa-
tenmodelle fiir die Typ-0- und die Typ-1-Sprachen zu finden. Allgemeiner geht es aber
darum, die intuitiven Begriffe ,, berechenbare Funktion und ,,entscheidbares Problem* zu
formalisieren.

Um fiir eine (eventuell partielle) Funktion
f:N¥ = N (bzw. (¥*)F — ¥%)

intuitiv klarzumachen, dass sie berechenbar ist, geniigt es, ein Berechnungsverfahren
(einen Algorithmus) fir die Funktion anzugeben (z.B. in Form eines Modula-, Pascal-
oder C-Programmes oder einer abstrakten Beschreibung der Vorgehensweise bei der Be-
rechnung). Entsprechend hatten wir in den Teilen I und II die Entscheidbarkeit von Pro-
blemen (Wortproblem, Leerheitsproblem, Aquivalenzproblem, ...) dadurch begriindet,
dass wir intuitiv beschrieben haben, wie man die Probleme mit Hilfe eines Rechenver-
fahrens (d.h. effektiv) entscheiden kann. Aus dieser Beschreibung héitte man jeweils ein
Modula-, Pascal-, etc. -Programm zur Entscheidung des Problems gewinnen koénnen.

Beim Nachweis der Nichtentscheidbarkeit bzw. Nichtberechenbarkeit ist eine solche in-
tuitive Vorgehensweise nicht mehr moglich, da man hier formal nachweisen muss, dass es
kein Berechnungsverfahren geben kann. Damit ein solcher Beweis durchfiihrbar ist, be-
notigt man eine formale Definition dessen, was man unter einem Berechnungsverfahren
versteht. Man will also ein Berechnungsmodell, das

1) einfach ist, damit formale Beweise erleichtert werden (z.B. nicht Programmier-

sprache ADA),

2) berechnungsuniversell ist, d.h. alle intuitiv berechenbaren Funktionen damit
berechnet werden konnen (z.B. nicht nur endliche Automaten).

Wir werden in diesem Teil drei derartige Modelle betrachten:
e Turingmaschinen
e ,-rekursive Funktionen

e WHILE-Programme
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Es gibt noch eine Vielzahl anderer Modelle:
e Minskymaschinen
e GOTO-Programme
e URMs (unbeschrinkte Registermaschinen)
e Pascal-Programme
o ...

Es hat sich herausgestellt, dass all diese Modelle dquivalent sind, d.h. die gleiche Klasse
von Funktionen berechnen. Auferdem ist es bisher nicht gelungen, ein formales Berech-
nungsmodell zu finden, so dass

e die dadurch berechneten Funktionen noch intuitiv berechenbar erscheinen,

e dadurch Funktionen berechnet werden kénnen, die nicht in den oben genannten
Modellen ebenfalls berechenbar sind.

Aus diesen beiden Griinden geht man davon aus, dass die genannten Modelle genau den
intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formalisieren. Diese Uberzeugung nennt man die:

Churchsche These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen (und damit
mit GOTO-, WHILE-, Pascal-Programmen, URMs, ...) berechenbaren Funktionen.

Man spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht mdoglich ist, diese
Aussage formal zu beweisen. Dies liegt daran, dass der intuitive Berechenbarkeitsbegriff
ja nicht formal definierbar ist. Es gibt aber sehr viele Indizien, die fiir die Richtigkeit
der These sprechen (Vielzahl dquivalenter Berechnungsmodelle).

Im folgenden betrachten wir:
e Turingmaschinen

e Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken

Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufzédhlbarkeit und Zusammenhénge

Primitiv rekursive Funktionen und LOOP-Programme

e s-rekursive Funktionen und WHILE-Programme

Universelle Turingmaschinen und unentscheidbare Probleme

Weitere unentscheidbare Probleme
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11. Turingmaschinen

Symbol fur leeres Feld
( blank: b

blblblalblblblb|b|b|b|b]|L

endlich viele Zustande Schreib- beidseitig unendlicht
. i1 | Lesekopf Band, auf dem a
endliche | | (gentaufdem Anfang die Eingabe ste
KOﬂtI’O”G aktuellen
Arbeitsfeld)

Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Symbole auf dem Band verschieden von p.

Definition 11.1 (Turingmaschine)

Eine Turingmaschine iber dem Eingabealphabet ¥ hat die Form A = (Q, %, T, qo, A, F),
wobei

e () endliche Zustandsmenge ist,
Y das Eingabealphabet ist,
I’ das Arbeitsalphabet ist mit ¥ C ', pe T\ X,

qo € Q der Anfangszustand ist,
F C @Q die Endzustandsmenge ist und
ACQxT xT x{rl,n}xQ die Ubergangsrelation ist.

,
Dabei bedeutet (q,a,a’, 1 ,q'):
n

e Im Zustand q

e mit a auf dem gerade gelesenen Feld (Arbeitsfeld)
kann die Turingmaschine A

e das Symbol a durch a ersetzen,

e in den Zustand ¢ gehen und

e den Schreib-Lesekopf entweder um ein Feld nach rechts (r), links (/) oder nicht (n)
bewegen.

Die Maschine A heifst deterministisch, falls es fiir jedes Tupel (q,a) € Q xI" hochstens ein
Tupel der Form (q,a,...,...) € A gibt.

NTM steht im folgenden fiir (méoglicherweise nichtdeterministische) Turingmaschinen
und DTM fir deterministische.
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Einen Berechnungszustand (Konfiguration) einer Turingmaschine kann man beschreiben
durch ein Wort agB mit o, 3 € '™, ¢ € Q:

e ¢ ist der momentane Zustand
e « ist die Beschriftung des Bandes links vom Arbeitsfeld
e [ ist die Beschriftung des Bandes beginnend beim Arbeitsfeld nach rechts

Dabei werden (um endliche Worter o, (3 zu erhalten) unendlich viele Blanks weggelassen,
d.h. o undf umfassen mindestens den Bandabschnitt, auf dem Symbole # b stehen.

Beispiel:
Der Zustand der Maschine zu Beginn des Abschnitts wird durch die Konfiguration agbbbb,
aber auch durch Abagbbbbh beschrieben.

Die Ubergangsrelation A erméglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:

Es seien a, 3 € T, 3/ € T*, a,b,d' €T, ¢,¢ € Q.

aqaﬁ l_A aa/qlﬁ / /
aqa ba addp falls (¢, a,d’,r,q') € A

abgaf Fy4 aq'bd B , ,
bgaB ba Bq'bd B falls (q,a,d’,1,¢") € A

e «aqgaf k4 addf falls (¢,a,d’,n,q") € A

Weitere Bezeichnungen:
o Gilt k4 K, so heilst k' Folgekonfiguration von k.
e Die Konfiguration aqf heilst akzeptierend, falls ¢ € F'.

e Die Konfiguration aqf heifst Stoppkonfiguration, falls sie keine Folgekonfiguration
hat.

e Die von A akzeptierte Sprache ist
L(A) = {w e X* | pgowhp F k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Definition 11.2 (Turing-akzeptierbar, Turing-berechenbar)

1) Die Sprache L C X* heifst Turing-akzeptierbar, falls es eine NTM A gibt mit
L=1L(A).
2) Die (partielle) Funktion f : (3*)" — X* heifst Turing-berechenbar, falls es eine DTM
A gibt mit
o Vry,...,x, € X" : pgorip... payp Y k mit k Stoppkonfiguration gdw.
(1,...,2,) € dom(f) (Definitionsbereich von f).
e Im Fall (z4,...,2,) € dom(f) muss die Beschriftung des Bandes in der Stopp-

konfiguration k rechts vom Schreib-Lesekopf bis zum ersten Symbol ¢ 3 der
Wert y = f(z1,...,x,) der Funktion sein, d.h. k£ muss die Form ugyv haben

mit
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—we\%) I ule)
—y="1f(xy,...,x,)
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Beachte:

1) Undefiniertheit des Funktionswertes von f entspricht der Tatsache, dass die Ma-
schine bei dieser Eingabe nicht terminiert.

2) Bei berechenbaren Funktionen betrachten wir nur deterministische Maschinen, da
sonst der Funktionswert nicht eindeutig sein miisste.

3) Bei |X| = 1 kann man Funktionen von (¥*)" — ¥* als Funktionen von N*¥ — N
auffassen (a* entspricht k).

Beispiel:

Die Funktion
f:N—-N, n+—2n

ist Turing-berechenbar. Wie kann eine Turingmaschine die Anzahl der a’s auf dem Band
verdoppeln?

Idee:
e Ersetze das erste a durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank, ersetze dieses durch ¢,
e laufe zuriick bis zum zweiten a (unmittelbar rechts vom b), ersetze dieses durch b,
e laufe nach rechts bis zum ersten blank etc.
e Sind alle a’s aufgebraucht, so ersetze noch die b’s und ¢’s wieder durch a’s.

Dies wird durch die folgende Ubergangstafel realisiert:

(o, B, b, n, stop),|2:-0=0

(@, a, b, 7, q), |ersetze adurchb (x)

(g1, a, a, r, q), |laufe nach rechts iiber a’s

(g1, ¢, ¢, r, q), |und bereits geschriebene ¢’s

(g1, B, ¢, n, @), |schreibe weiteres ¢

(g2, ¢, ¢ 1, @), |laufe zuriick iiber ¢’s und

(@2, a, a, 1, @), |as

(g2, b, b, r, qo), | beierstem b eins nach rechts und weiter wie (x) oder
(@, ¢ ¢ 1, gqs), |allea’sbereits ersetzt

(s, ¢, ¢, r, q3), |laufe nach rechts bis Ende der ¢’s
(gs, b, b, 1, qu), | letztes c erreicht

(@, ¢ a, I, q), |ersetze c’sundb’s

(s, b, a, I, q), |durcha’s

(

bleibe am Anfang der erzeugten 2n a’s stehen

(=)
=
>
=
n
—+
O
o]
S—
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Man sieht hier, dass das Programmieren von Turingmaschinen sehr umstandlich ist. Wie
bereits erwéhnt, betrachtet man solche einfachen (und unpraktischen) Modelle, um das
Fiithren von Beweisen zu erleichtern. Wir werden im folgenden héufig nur die Arbeitsweise
einer Turingmaschine beschreiben, ohne die Ubergangstafel voll anzugeben.

Beispiel:
Die Sprache L = {a™b"c¢" | n > 0} ist Turing-akzeptierbar. Die Turingmaschine, welche
L akzeptiert, geht wie folgt vor:

e Sie ersetzt das erste a durch o', das erste b durch ¢’ und das erste ¢ durch ¢/;

e lauft zuriick zum zweiten a, ersetzt es durch o', das zweite b durch ' und das zweite
¢ durch ¢ etc.

e Dies wird solange gemacht, bis nach erzeugtem ¢’ ein b steht.

e Danach wird von rechts nach links gepriift, ob — in dieser Reihenfolge — nur noch
ein ¢’-Block, dann ein &’-Block und dann ein a’-Block (abgeschlossen durch A)
vorhanden ist.

e Die Maschine blockiert, falls dies nicht so ist. Die kann auch bereits vorher gesche-
hen, wenn erwartetes a, b oder ¢ nicht gefunden wird.

Eine entsprechende Turingmaschine A kann z.B. wie folgt definiert werden:
A = ({qo, Gakz, finde b, finde c,zu_Ende 7, zu_Ende !, zurick},
{a,b,c},
{a,d' b,V c,c, b},
qo0, A, {Qakz}) mit A =

{<QO7 /67 ) N7 Qakz>7

(qo, a, da, R, finde b),
(finde b, a, a, R, finde b),
(finde b, b, b, R, finde D),
(finde b, b, UV, R, finde c),
(finde c, b, b, R, finde c),
(finde c, d, d, R, finde c),
(finde c, ¢, ¢, R, zu FEnde 7),
(zu_FEnde 7, ¢, ¢, L, zurick),
(zuriick, d, d, L, zurick),
(zuriick, b, b, L, czurick),
(zuriick, v, v, L, zurick),
(zuriick, a, a, L, zurick),
(zurick, a, d, R, q),
(zu_Ende 7, b, b, L zu FEnde !),
(zu_FEnde !, ¢, ¢, L, zu FEnde !),
(zu_FEnde !, b, ¥, L, zu FEnde !),
(zu_FEnde !, d', d, L, zu FEnde !),
(zu_FEnde !\, b, b, N, qu:)}
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Varianten von Turingmaschinen:

In der Literatur werden verschiedene Versionen der Definition der Turingmaschine an-
gegeben, die aber alle dquivalent zueinander sind, d.h. dieselben Sprachen akzeptieren
und dieselben Funktionen berechnen. Hier zwei Beispiele:

e Turingmaschinen mit nach links begrenztem und nur nach rechts unendlichem

Arbeitsband
e Turingmaschinen mit mehreren Béndern und Schreib-Lesekopfen

Wir betrachten das zweite Beispiel genauer und zeigen Aquivalenz zur in Definition 11.1
eingefiithrten 1-Band-TM.

Definition 11.3 (k-Band-TM)

Eine k-Band-NTM hat die Form A = (Q, %, T, qo, A, F') mit
e (0,1, qo, I wie in Definition 11.1 und
e ACQxTExT*x {rl,n}xQ.

Dabei bedeutet (q, (a1, ..., ax), (br,...,bx), (dy,...,dy),q") € A:
e Vom Zustand ¢ aus
e mit ay,...,a; auf den Arbeitsfeldern der £ Bander
kann A
e das Symbol a; auf dem i-ten Band durch b; ersetzen,
e in den Zustand ¢ gehen und
e die Schreib-Lesekopfe der Bénder entsprechend d; bewegen.
Das erste Band wird (0.B.d.A.) als Ein- und Ausgabeband verwendet.
Beachte:

Wichtig ist hier, dass sich die Kopfe der verschiedenen Bander auch verschieden bewegen
kénnen:

HENEEEREN
HEEEEN RN

Wiren die Kopfe gekoppelt, so hétte man im Prinzip nicht mehrere Bénder, sondern ein
Band mit mehreren Spuren:

HENIEEEEN
HENIEEEEN
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k Spuren erhdlt man einfach, indem man eine normale NTM (nach Definition 11.1)
verwendet, die als Bandalphabet I'* statt I" hat.

Offenbar kann man jede 1-Band-NTM (nach Definition 11.1) durch eine k-Band-NTM
(k > 1) simulieren, indem man nur das erste Band wirklich verwendet. Der néchste Satz
zeigt, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 11.4

Wird die Sprache L durch eine k-Band-NTM akzeptiert, so auch durch eine 1-Band-
NTM.

Beweis. Es sei A eine k-Band-NTM. Gesucht ist
e cine 1-Band-NTM A" und
e cine Kodierung k +— k' der Konfigurationen k von A durch Konfigurationen &’ von
A/
so dass gilt:
kitba ke gdw. K EY K

(Zur Simulation eines Schrittes von A sind mehr Schritte nétig).

Arbeitsalphabet von A': T2 U U { B};
o Y U{p} wird fiir Eingabe bendétigt;
o I'?! sorgt dafiir, dass sich A’ wie eine 1-Band-NTM mit 2k Spuren verhiilt.

Kodierung: Jeweils 2 Spuren kodieren ein Band von A.
e Die erste Spur enthélt die Bandbeschriftung.

e Die zweite Spur enthélt eine Markierung X (und sonst Blanks), die zeigt, wo das
Arbeitsfeld des Bandes ist, z.B.

|5l allals]s]b]

slole]elslsls]  TaTd

N CIEICIES

(5] 5] 5]a]a]a]5] [5] 6] s][ala]a]s]

6] 6] |} | x| 6] 5]

Hierbei wird angenommen, dass das Arbeitsfeld von A’ stets bei dem am weitesten links
stehenden X liegt.
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Initialisierung: Zunichst wird die Anfangskonfiguration

baoas ... amb

von A’ in die Kodierung der entsprechenden Anfangskonfiguration von A umgewandelt
(durch entsprechende Ubergénge):

b b a ay ... a, b|Spurlund 2 kodieren
b b X P b b| Band 1
b b b P b b | Spur 3 und 4 kodieren
p b X B b} | Band 2

Simulation der Uberginge: Betrachte (q, (ay, ..., az), (by, ... by), (d1,...,dy),q) € A.

e Von links nach rechts suche die mit X markierten Felder. Dabei merke man sich (in
dem Zustand der TM) die Symbole, welche jeweils {iber dem X stehen. Auferdem
zéhlt man (durch Zustand der TM) mit, wie viele X man schon gelesen hat, um
festzustellen, wann das k-te erreicht ist. Man bestimmt so, ob das aktuelle Tupel
tatsdchlich (ay, ..., a;) ist.

e Von rechts nach links gehend tiberdrucke man die a; bei den X-Marken jeweils
durch das entsprechende b; und verschiebt die X-Marken geméfs d;.

e Bleibe bei der am weitesten links stehenden X-Markierung, lasse den Kopf dort
stehen und gehe in Zustand ¢'.

O

Bemerkung 11.5.

1) War A deterministisch, so liefert obige Konstruktion auch eine deterministische
1-Band-Turingmaschine.

2) Diese Konstruktion kann auch verwendet werden, wenn man sich fiir die berechnete
Funktion interessiert. Dazu muss man am Schluss (wenn A in Stoppkonfiguration
ist) in der Maschine A" noch die Ausgabe geeignet aufbereiten.

Bei der Definition von Turing-berechenbar haben wir uns von vornherein auf determi-
nistische Turingmaschinen beschrankt. Der folgende Satz zeigt, dass man dies auch bei
Turing-akzeptierbaren Sprachen machen kann, ohne an Ausdrucksstérke zu verlieren.

Satz 11.6
Zu jeder NTM gibt es eine DTM, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis. Wegen Satz 11.4 und Bemerkung 11.5 geniigt es, eine deterministische 3-Band-
Turingmaschine zu konstruieren. Es sei A = (Q, X, T, qo, A, F') eine NTM.
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Die Maschine A’ soll fiir wachsendes n auf dem dritten Band jeweils alle Konfigurati-
onsfolgen

kobakibFgkoby. ... Faqky
beginnend mit der Startkonfiguration kg = b qowb erzeugen.

Die Kontrolle, dass tatséchlich alle solchen Folgen erzeugt werden, wird auf dem zweiten
Band vorgenommen. Das erste Band speichert das Eingabewort w (damit man stets
weils, was ko sein muss).

Genauer: Es sei
r = maximale Anzahl von Transitionen in A pro festem Paar (¢,a) € @ x T’

(entspricht dem maximalen Verzweigungsgrad der nichtdeterministischen Berechnung).
Eine Indexfolge i1, ..., 4, mit i; € {1,...,r} bestimmt dann von kj aus fiir n Schritte die
Auswahl der jeweiligen Transition, und somit von kq aus eine feste Konfigurationsfolge

ko bFakiFa .. Fak,

Zahlt man daher alle endlichen Worter iiber {1,...,7} auf und zu jedem Wort iy .. .4,
die zugehorige Konfigurationsfolge, so erhélt man eine Aufzdhlung aller endlichen Kon-
figurationsfolgen.

A’ realisiert dies auf den drei Bandern wie folgt:
e Auf Band 1 bleibt die Eingabe gespeichert.
e Auf dem zweiten Band werden sukzessive alle Worter iy .. .4, € {1,...,r}* erzeugt.

o Fiir jedes dieser Worter wird auf dem dritten Band die zugehorige Konfigurations-
folge realisiert. Erreicht man hierbei eine akzeptierende Konfiguration von A, so
geht auch A’ in eine akzeptierende Konfiguration.

O
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12. Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und
Grammatiken

Wir zeigen zunédchst den Zusammenhang zwischen den Typ-0-Sprachen und Turing-
akzeptierbaren Sprachen. Dieser beruht darauf, dass es eine Entsprechung von Ableitun-
gen einer Typ-0-Grammatik einerseits und Konfigurationsfolgen von Turingmaschinen
andererseits gibt. Beim Ubergang von der Turingmaschine zur Grammatik dreht sich
allerdings die Richtung um:

e cine akzeptierende Konfigurationsfolge beginnt mit dem zu akzeptierenden Wort
e cine Ableitung endet mit dem erzeugten Wort

Satz 12.1

Eine Sprache L gehort zu Lo gdw. sie Turing-akzeptierbar ist.

Beweis.

,="" Essel L = L(G) fiir eine Typ-0-Grammatik G = (N, %, P, S) mit |P| = k Regeln.
Wir geben eine 2-Band-NTM an, die L(G) akzeptiert (die nach Satz 11.4 &quivalent
zu einer 1-Band-NTM ist).

1. Band: speichert Eingabe w

2. Band: ausgehend von S werden geméf den Regeln von G ableitbare Worter
gebildet

Es wird verglichen, ob auf Band 2 irgendwann w (d.h. der Inhalt von Band 1)
entsteht. Wenn ja, so geht man in akzeptierende Stoppkonfiguration, sonst sucht
die Turingmaschine weiter.

Die Maschine geht dabei wie folgt vor:
1) Schreibe S auf Band 2, gehe nach links auf das p vor S.

2) Gehe auf Band 2 nach rechts und wéhle (nichtdeterministisch) eine Stelle aus,
an der die linke Seite der anzuwendenden Produktion beginnen soll.

3) Wechsle nun (nichtdeterministisch) in einen der Zustédnde Regely, ..., Regely
(entspricht der Entscheidung, dass man diese Regel anwenden will).

4) Es sei Regel; der gewihlte Zustand und @ — [ die entsprechende Produk-
tion.

Uberpriife, ob « tatsichlich die Beschriftung des Bandstiicks der Linge |«
ab der gewihlten Bandstelle ist.

5) Falls der Test erfolgreich war, so ersetze o durch f.

Vorher miissen bei |a| < |f| die Symbole #} rechts von o um |5]| — |¢]
Positionen nach rechts

bzw. bei |a| > |F| um |a| — |3] Positionen nach links geschoben werden.
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6) Gehe nach links bis zum ersten |/ und vergleiche, ob die Beschriftung auf dem
Band 1 mit der auf Band 2 {ibereinstimmt.
7) Wenn ja, so gehe in akzeptierenden Stoppzustand. Sonst fahre fort bei 2).
,<" Essel L = L(A) fir eine NTM A = (Q, %, T, g0, A, F).
Wir konstruieren eine Grammatik G, die jedes Wort w € L(A) wie folgt erzeugt:

1. Phase: Erst wird w mit ,geniigend vielen“ p-Symbolen links und rechts davon
erzeugt (dies passiert fiir jedes w, auch fir w ¢ L(A)).

,Geniigend viele“ bedeutet dabei: so viele, wie A beim Akzeptieren von w
vom Arbeitsband bendétigt.

2. Phase: Auf dem so erzeugten Arbeitsband simuliert G' die Berechnung von A
bei Eingabe w.

3. Phase: War die Berechnung akzeptierend, so erzeuge nochmals das w.

Damit man in der zweiten Phase das in der dritten Phase benotigte w nicht vergisst,
verwendet man als Nichtterminalsymbole Tupel aus

(BU{p}) xT

wobei man
e sich in der ersten Komponente w merkt und
e in der zweiten Komponente die Berechnung simuliert.
Formale Definition:
N={S,A/B,E}UQU (X U{p}) xT,
wobei
e S, A, B zum Aufbau des Rechenbandes am Anfang,
e [/ zum Loschen am Schluss,
e () zur Darstellung des aktuellen Zustandes,
e ¥ U{ A} zum Speichern von w und
I' zur A-Berechnung

dienen.
Regeln:

1. Phase: Erzeuge w und ein geniigend grofses Arbeitsband.
S — BgyA
A — [a,a]A fir alle a € &
A— B
B —[p KB
B —¢
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Man erhélt also somit fir alle a; ...a, € ¥X*, k,[,> 0:

S l_*G’ [/bv /b]kqo[ala al] s [anv a’n][/b? /b]l

2. Phase: simuliert TM-Berechnung in der ,zweiten Spur:
e pla,b] — la, Vg
falls (p,b,0',7,q) € A, a € X U{}}
e la,dpld,b] — qla, d[d’, V]
falls (p,b,V/,1,q) € A, a,a’ € SU{p}, ceT
e pla,b] — qla, V]
falls (p,b,0/,n,q) € A, a € LU{p}

Beachte:

Da wir in der ersten Phase geniigend viele Blanks links und rechts von
ai .. .a, erzeugen konnen, muss in der zweiten Phase das ,,Nachschieben®
von Blanks am Rand nicht mehr behandelt werden.

3. Phase: Aufrdumen und erzeugen von a ...a,, wenn die TM akzeptiert

hat
. qla,b] — EaE fir a€ X, bel
qlp,b) — E fir bel
falls ¢ € F' und es keine Transition der Form (q,b,...,...) € A
gibt (d.h. akzeptierende Stoppkonfiguration erreicht)
e Ela,b] — aE firae X, bel

(Aufrdumen nach rechts)

a,b|f — Fa firae X, bel’
[
(Aufrdumen nach links)

E[p,b] — E firbe
(Entfernen des zusétzlich benétigten Arbeitsbandes nach rechts)

[BV|]F — EfirbeT
(Entfernen des zusétzlich benétigten Arbeitsbandes nach links)

o [/ — ¢

Man sieht nun leicht, dass fiir alle w € X* gilt:

w € L(G) gdw. A akzeptiert w. O

Fiir Typ-0-Sprachen gelten die folgenden Abschlusseigenschaften:
Satz 12.2

1) Lg ist abgeschlossen unter U, -,* und N.
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2) Ly ist nicht abgeschlossen unter Komplement.

Beweis.

*

1) Fiir die reguldren Operationen U, -,* zeigt man dies im Prinzip wie fiir £, durch
Konstruktion einer entsprechenden Grammatik.
Damit sich die Produktionen der verschiedenen Grammatiken nicht gegenseitig
beeinflussen, geniigt es allerdings nicht mehr, nur die Nichtterminalsymbole der
Grammatiken disjunkt zu machen.

Zusatzlich muss man die Grammatiken in die folgende Form bringen:
Die Produktionen sind von der Form

U —>v mit u € N;" und v € N/

X, —a mit X, € N, und a € &

Fiir den Durchschnitt verwendet man Turingmaschinen:

Die NTM fiir L1 N L4 verwendet zwei Bander und simuliert zunéchst auf dem ersten
die Berechnung der NTM fiir L; und dann auf dem anderen die der NTM fiir L,.

Wenn beide zu akzeptierenden Stoppkonfigurationen der jeweiligen Turingmaschi-
nen fithren, so geht die NTM fiir L.; N Ly in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

Beachte:

Es kann sein, dass die NTM fiir L; auf einer Eingabe w nicht terminiert, die
NTM fiir Ly N Ly also gar nicht dazu kommt, die Berechnung der NTM fiir Ly zu
simulieren. Aber dann ist ja w auch nicht in L; N Lo.

2) Wir werden spéter sehen, dass Turing-akzeptierbare Sprachen nicht unter Kom-
plement abgeschlossen sind (Satz 16.10). O

Wir werden spéter aufserdem zeigen, dass fiir Turing-akzeptierbare Sprachen (und damit
fiir £) alle bisher betrachteten Entscheidungsprobleme unentscheidbar sind (Sétze 16.6,
16.8, 16.9):

Satz 12.3

Fiir Lo sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das Aquivalenzproblem unent-
scheidbar.

Von den Sprachklassen aus der Chomsky-Hierarchie sind nun alle bis auf £; (kontext-
sensitiv) durch geeignete Automaten/Maschinenmodelle charakterisiert. Man kann mit
der Beweisidee von Satz 12.1 auch eine Charakterisierung kontextsensitiver Sprachen
durch spezielle Turingmaschinen erhalten.

Diese Maschinen diirfen nur auf dem Bandabschnitt arbeiten, auf dem anfangs die Fin-
gabe stand. Um ein Uberschreiten der dadurch gegebenen Bandgrenzen zu verhindern,
verwendet man Randmarker ¢, $.
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Definition 12.4 (linear beschriankter Automat)
Ein linear beschrinkter Automat (LBA) ist eine NTM A = (Q, X, T, o, A, F), so dass

e § /e \ X
e Ubergiinge (¢, £ ...) sind nur in der Form (g, ¢, ¢ r,¢') erlaubt (linker Rand darf

nicht iiberschritten werden).

e Ubergiinge (q,$,...) sind nur in der Form (¢, $,$,1,¢') erlaubt.

e ¢/ und $ diirfen nicht geschrieben werden.

Ein gegebener LBA A akzeptiert die Sprache

L(A) :={w e X" | ¢gow$ "k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Korollar 12.5
Eine Sprache L gehért zu L1 gdw. sie von einem LBA akzeptiert wird.

Beweis.

=" Verwende die Konstruktion aus dem Beweis zu Satz 12.1.

Da alle Produktionen von kontextsensitiven Grammatiken nichtkiirzend sind (mit
Ausnahme S — ¢), muss man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter bis
zur Lange |w| erzeugen (ldngere kénnen nie mehr zu w abgeleitet werden). Daher
kommt man mit |w]| vielen Feldern aus.

Beachte:

Zwei Bander liefern nicht ein doppelt so langes Band, sondern ein gréfseres Alpha-
bet.

: Durch Modifikation der Beweisidee von Satz 12.1 gelingt es, zu einem LBA eine

Grammatik zu konstruieren, die nur nichtkiirzende Regeln hat
a — F mit |a] < |3

Wie im Beweis von Satz 9.3 illustriert, kann man diese in eine kontextsensitive
Grammatik transformieren.

Idee:

Da man mit |w| Arbeitsfeldern auskommt, muss man keine [ 4, p] links und rechts
von w erzeugen. Dadurch fallen dann auch die folgenden kiirzenden Regeln weg:

E[p B — E

(b HE — E
Es gibt allerdings noch einige technische Probleme:

e Man muss die Randmarker ¢ und $ einfiihren und am Schluss 16schen.
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e Man muss das Hilfssymbol E und den Zustand ¢ loschen.
Losung:

Fiihre die Symbole 4, $ und den Zustand ¢ nicht als zusétzliche Symbole ein,
sondern kodiere sie in die anderen Symbole hinein.

z.B. statt [a, b]g[a’, V][a”, b"] verwende [a, b][q, d’, b'][a”,b"].
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Satz 12.6

L1 ist abgeschlossen unter U, -.* N und Komplement.

Beweis. Fiir U, -,* und N geht dies wie bei L.

Komplement: schwierig, war lange offen und wurde dann in den 1980ern unabhéngig von
zwei Forschern gezeigt (Immerman und Szelepcsenyi). 0

Fiir LBAs ist bisher nicht bekannt, ob deterministische LBAs genauso stark wie nicht-
deterministische LBAs sind.

Satz 12.7
Fiir Ly ist das Wortproblem entscheidbar.

Beweis. Da kontextsensitive Produktionen (bis auf Spezialfall S — ¢) nichtkiirzend
sind, muss man zur Entscheidung ,w € L(G)? nur alle aus S ableitbaren Wérter aus
(N UX)* der Lange < |w| erzeugen.

Dies sind endlich viele. ]
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13. Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufzahlbarkeit

Wir werden hier — geméaf der These von Church — die Begriffe Turing-berechenbar und
(intuitiv) berechenbar als synonym verwenden.

Wegen der anfangs erwihnten Aquivalenz von Berechnungsmodellen treffen alle Defini-
tionen und Resultate auch auf die anderen Modelle zu.

Wir werden meist intuitiv die Existenz eines Berechnungsverfahrens (einer DTM) be-
griilnden. Diese intuitiven Argumente konnen aber leicht (wenn auch im Detail technisch
und zeitaufwendig) in TM-Konstruktionen iibersetzt werden.

Definition 13.1 (Berechenbarkeit)
Wir betrachten partielle oder totale Funktionen
f:(Z9)" — X"
e f heilst berechenbar (partiell rekursiv), falls sie Turing-berechenbar ist.

e Ist f total (d.h. dom(f) = (X*)"), so heifst { rekursiv.

Bei partiellen Funktionen entspricht Undefiniertheit des Funktionswertes der Tatsache,
dass das Berechnungsverfahren (die DTM) bei dieser Eingabe nicht terminiert.

Definition 13.2 (entscheidbar, partiell entscheidbar, rekursiv aufzihlbar)
Wir betrachten n-stellige Relationen R C (3X*)™.
1) R heilt entscheidbar (rekursiv), falls ihre charakteristische Funktion

a falls (zq,...,2,) € R

Xgr: (29" — X" mit (zq,...,2,) — { - sonst
berechenbar ist. Dabei ist a ein Element von ¥ (beliebig aber fest gewéhlt).

2) R heilt partiell entscheidbar (partiell rekursiv), falls R Definitionsbereich einer
berechenbaren Funktion f ist.

D.h. es gibt eine DTM, die bei Eingabe (z1,...,x,) € (X*)"
e terminiert, falls (z1,...,z,) € R ist und
e nicht terminiert sonst.

3) R heilst rekursiv aufzdhlbar, falls R von einer Aufzihl-Turingmaschine aufgezédhlt
wird. Diese ist wie folgt definiert:

Eine Aufzihl-Turingmaschine A ist eine DTM, die einen speziellen Ausgabezu-
stand gausgabe hat.

Eine Ausgabekonfiguration fiir eine n-stellige Relation ist von der Form
UQAusgabe T1 b T2 b ... Ty pv mit u,v € I' und z4,..., 2, € X"

Diese Konfiguration hat (z1,...,x,) als Ausgabe.
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Die durch A aufgezdihlte Relation ist

R=A{(xy,...,z,) € ()" | (x1,...,z,) ist Ausgabe einer Ausgabekonfiguration,
die von A ausgehend von pqg b erreicht wird}.
Bemerkung 13.3.

1) Probleme wie z.B. das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen kénnen als Relatio-
nen aufgefasst werden:

Es sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik und w € ¥*.
Die Grammatik G kann als Wort code(G) € I'* iiber einem erweiterten Alphabet
I' aufgefasst werden. Das Wortproblem fiir G entspricht der Relation

R = {(code(G),w) | w € L(G)} C (I'*)*.

2) Fiir n = 1 stimmen die Begriffe ,partiell entscheidbar” und , Turing-akzeptierbar”
iiberein, denn:

Bei Turing-akzeptierbar war neben dem Anhalten der (0.B.d.A. deterministischen)
TM zusitzlich gefordert, dass man einen akzeptierenden Zustand erreicht hat. Man
kann aber einfach von allen nichtakzeptierenden Stoppkonfigurationen aus in eine
Endlosschleife gehen.

3) Im Fall n = 1 sind folgende Charakterisierungen dquivalent:
(a) R ist rekursiv aufzéhlbar
(b) R =0 oder R ist Wertebereich einer rekursiven Funktion.

(c) R ist Wertebereich einer partiell rekursiven Funktion.

Beweis.
na = b Essei R rekursiv aufzahlbar und R # (). Weiterhin sei A eine Aufzihl-TM
fir R.

Wihle wy € R beliebig.
Wir definieren die Funktion f: 3* x ¥* — »* wie folgt:

R falls A nach < |V| Schritte u als Ausgabe erzeugt
" | wy sonst

Es ist leicht zu sehen, dass der Wertebereich ran(f) von f die Menge R ist.

Auferdem kann man aus A leicht eine TM erhalten, die f berechnet.

Wb = ¢ Fir R # () ist dies trivial.

Fiir R = () betrachten wir die iiberall undefinierte Funktion. Diese ist offenbar
partiell berechenbar und hat als Wertebereich die leere Menge.
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»c=a" Essel R=ran(f) und A eine DTM, die f berechnet.
Die Aufzahl-TM B fiir R arbeitet wie folgt:

Es sei ey, e, ... eine effektive Aufzahlung aller Eingaben fiir A.
Dann lasst B

1) die Berechnung von A bei Eingabe e; einen Schritt laufen

2) die Berechnung von A bei Eingabe e; zwei Schritte und
bei Eingabe es ebenfalls 2 Schritte laufen

n) die Berechnung von A mit den Eingaben ey, e, ..., e, jeweils n Schritte
laufen

Wird dabei ein Funktionswert von f berechnet, so wird dieser ausgegeben.
O

Satz 13.4
FEs sei R C (X*)" eine Relation.

1) R ist rekursiv aufzihlbar gdw. R ist partiell entscheidbar.

2) Ist R entscheidbar, so auch partiell entscheidbar.

3) Ist R entscheidbar, so auch R = ()" \ R.

4) R ist entscheidbar gdw. R und R partiell entscheidbar sind.

Beweis.

1) ,,=" Essei R rekursiv aufzéhlbar und A eine Aufzahl-DTM fiir R. Die Maschine
A’ arbeitet wie folgt:

e Sie speichert die Eingabekonfiguration bqg by prs ... px, b ab (z.B. auf
zusétzlichem Band).

e Sie beginnt (auf anderem Band) mit der Aufzdhlung von R.

e Bei jeder Ausgabekonfiguration iiberpriift sie, ob die entsprechende Aus-
gabe mit der gespeicherten Eingabe iibereinstimmt. Wenn ja, so termi-
niert A’. Sonst sucht sie die ndchste Ausgabekonfiguration von A.

e Terminiert A, ohne dass (x1,...,z,) ausgegeben wurde, so gehe in End-
losschleife.
A’ terminiert daher genau dann nicht, wenn (xy, ..., x,) nicht in der Aufzih-

lung vorkommt.

<" Es sei A ein partielles Entscheidungsverfahren fiir R, d.h. A berechnet eine
Funktion f mit dom(f) = R.
Es sei 701, #?) 73) | eine Auflistung von (X*)".
Die Maschine A’ arbeitet wie folgt:
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1) Simuliere die Berechnung von A mit der Eingabe #(!) einen Schritt.

2) Simuliere die Berechnung von A mit der Eingabe #) zwei Schritte und
mit der Eingabe #?) zwei Schritte.

n) Simuliere die Berechnung von A mit den Eingaben £V, ... 7 jeweils
n Schritte.

Terminiert A fiir eine dieser Eingaben, so gebe diese Eingabe aus und mache
weiter.

Beachte:

Man kann nicht A zunichst ganz mit Eingabe (1) laufen lassen (ohne Schritt-
beschrankung), da 4 darauf nicht terminieren muss. Das gewéhlte Vorgehen
nennt man dove-tailing (Ineinander-Verzahnen mehrerer Berechnungen).

2) Eine DTM A, die xg berechnet, wird wie folgt modifiziert:

e Ist die Ausgabe ¢ (d.h. in der Stoppkonfiguration von A steht der Kopf auf
J), so gehe in Endlosschleife.

e Sonst gehe in Stoppkonfiguration.
3) Eine DTM A, die x g berechnet, wird wie folgt zu einer DTM fiir xx modifiziert:
e Ist die Ausgabe von A das leere Wort ¢, so erzeuge Ausgabe a.
e Sonst erzeuge Ausgabe €.
4) ,,=": Ergibt sich aus 2) und 3).
,<" Sind R und R partiell entscheidbar, so mit 1) auch rekursiv aufzihlbar.

Fiir Eingabe 7 lisst man die Aufziahl-DTMs A und B fiir R und R parallel
laufen (d.h. jeweils abwechselnd ein Schritt von A auf einem Band gefolgt von
einem Schritt von B auf dem anderen).

Die Eingabe ¥ kommt in einer der beiden Aufzéhlungen vor:
Fe( ) = RUR

Kommt 7 bei A vor, so erzeuge Ausgabe a, sonst Ausgabe €.

Fiir f: ()" — X* definieren wir:
Graph(f) := {(x1, ..., Zn, Tpy1) | (z1,...,2,) € dom(f) und f(z1,...,2,) = Tpy1}

Satz 13.5
f ist berechenbar gdw. Graph(f) ist rekursiv aufzdhlbar.
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Beweis.

<"1 Sei Graph(f) rekursiv aufzédhlbar. Um den Funktionswert f(xy,...,z,) zu berech-
nen, startet man das Aufzéhlungsverfahren und wartet, bis ein Tupel der Form
(1, ...,%,,y) auftaucht.

e Wenn ja, so ist y der Funktionswert.

e Sonst ist (z1,...,x,) ¢ dom(f), und die Maschine terminiert nicht, d.h. sie
zahlt unendlich auf oder geht in Endlosschleife, wenn die Aufzéhlung abge-
brochen wird, ohne dass Tupel der Form (xy, ..., z,, ) gefunden wurde).

»="1 Mit Satz 13.4 geniigt es zu zeigen, dass Graph(f) partiell entscheidbar ist.
Das partielle Entscheidungsverfahren fiir Graph(f) erhélt man wie folgt:

Berechne bei Eingabe (xi,...,%,,Z,y1) den Funktionswert von f an der Stelle
(T1, ..., T).
1. Fall: f(xq,...,x,) ist definiert und = x,,,;.

Dann terminiere.

2. Fall: f(xy,...,z,) ist definiert und # x,,,1.
Gehe in Endlosschleife.

3. Fall: f(zy,...,z,) ist undefiniert.
Dann terminiert die Berechnung des Wertes bereits nicht.
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14. Primitiv rekursive Funktionen und
Loop-Programme

In den néchsten beiden Abschnitten betrachten wir Berechnungsmodelle, die eng ver-
wandt sind mit modernen imperativen und funktionalen Programmiersprachen. Die
in diesem Abschnitt eingefiihrten Modelle sind allerdings nicht stark genug, um alle
(Turing-)berechenbaren Funktionen zu erfassen. Wir werden im Abschnitt 15 zeigen,
wie man diese Modelle erweitern muss, um berechnungsuniverselle Modelle zu erhalten.

Wir betrachten hier nur Funktionen von
N" — N.

Dies entspricht dem Spezialfall [3| = 1 bei Wortfunktionen, ist aber keine echte Ein-
schrankung, da es berechenbare Kodierungsfunktionen gibt, d.h.

m: X" — N Dbijektiv
mit 7 und 7! berechenbar.
Definition 14.1 (Grundfunktionen)
Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursive Grundfunktionen:
1) s: N — Nmit z — z+ 1 (Nachfolgerfunktion)
2) Firallen >0und i, 1 <i<n:
(n)

e 7, :N" — Nmit (z1,...,x,) — z; (Projektion)

2

e null™ : N* — N mit (z1,...,2,) — 0 (Nullfunktion)
Aus diesen einfachen Funktionen kann man mit Hilfe von Operatoren komplexere Funk-

tionen aufbauen.

Definition 14.2 (Komposition)
Die Funktion f: N® — N entsteht aus

g :N"™ — N und
hl,...,hmINn%N
durch Komposition, falls fir alle (xq,...,x,) € N gilt:
f(xy,...,x,) = glhi(z1,. .., 20), .o hy(zg, . x)).
Wendet man Komposition auf echt partielle Funktionen an, so gilt:
f(xy1,...,x,) ist undefiniert gdw.
e cines der h;(z1,...,x,) ist undefiniert oder

e alle h;-Werte sind definiert, aber g von diesen Werten ist undefiniert.
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Beispiel:
g(z,y) =z, h1(0) = 0, hy(0) undefiniert.
Dann ist g(h;(0),hy(0)) undefiniert (entspricht call-by-value-Auswertung).

Definition 14.3 (primitive Rekursion)
Es sei n > 0. Die Funktion f: N**! — N entsteht aus

g:N" — N und
h: N2 5N

durch primitive Rekursion, falls gilt:

o f(xy,...,2,,0) =g(zq,...,2,)
o f(x1,...,xn,y+1)=h(xy,...,¢nf(x1,...,2,,9),y)

Auch hier setzen sich wie bei der Komposition wieder undefinierte Werte fort.

Durch Induktion iiber die letzte Komponente zeigt man leicht, dass dieses Schema die
Funktion f eindeutig definiert.
Beispiel 14.4 (Addition)

Die Addition natiirlicher Zahlen kann durch primitive Rekursion wie folgt definiert wer-
den:

add(z,0) =« g(z)
add(z,y + 1) = add(z,y) + 1 = h(z,add(x,v),y)

Das heiftt also: add entsteht durch primitive Rekursion aus den Funktionen

e g: N — Nmit z— z,
dh.g= 7T§1) ist Grundfunktion,

o h:N? — Nmit (z,2,y) — 2+ 1,
d.h. h(z, z,y) = s(x” (2, 2,y)).

Also entsteht h durch Komposition aus Grundfunktionen.

Definition 14.5 (Klasse der primitiv rekursiven Funktionen)

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen besteht aus allen Funktionen, die man
aus den Grundfunktionen durch endlich oftes Anwenden von

e Komposition und
o primitiver Rekursion

erhalt.

Offenbar sind die Grundfunktionen total und die Operationen Komposition und primitive
Rekursion erzeugen aus totalen Funktionen wieder totale.
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Satz 14.6

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen enthdlt nur totale Funktionen.

Trotzdem sind aber die Operationen primitive Rekursion und Komposition auch fiir
partielle Funktionen definiert, und wir werden sie spéter auch auf partielle Funktionen
anwenden.

Beispiel 14.4 zeigt, dass add zur Klasse der primitiv rekursiven Funktionen gehort. Wir
betrachten nun weitere Beispiele fiir primitiv rekursive Funktionen.

Multiplikation erhélt man durch primitive Rekursion aus der Addition:
mult(z,0) =0 = null(z)
mult(z,y + 1) = add(z, mult(x,y)) = add(ﬂf’), 7T§3))(x, mult(z,y),y)
Exponentiation erhilt man durch primitive Rekursion aus der Multiplikation:
exp(x,0) =1 = s(null® (z))
exp(z,y + 1) = mult(z, exp(x,y))

Die Funktion
r—1 x>0

minl : N - N mit z — z—1 :=
0 =0

ist ebenfalls primitiv rekursiv:

minl(0) =0 = null®(),
minl(y +1) =y = 7" (minl(y), y)
ﬂ'bung:
Zeige, dass
‘ _ >
min : N? — N mit (z,y) = o~y = { g ! fogsé/

primitiv rekursiv ist.

Beispiel 14.7

Aus den bisher betrachteten Funktionen erhalt man damit die Funktion
¢:N? = N mit (z,y) — 2°- 2y +1)—1

durch Komposition, d.h. c ist primitiv rekursiv. Diese Funktion ist interessant, da sie
eine Bijektion von N? — N ist, d.h. man kann mit ihr Tupel natiirlicher Zahlen in eine
natiirliche Zahl kodieren.

Lemma 14.8

Die Funktion ¢ aus Beispiel 14.7 ist eine Bijektion.
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Beweis.

Surjektivitat: Es sei z € N. Dann betrachten wir die grofste Zweierpotenz 2%, die z + 1

teilt. Offenbar ist dann Z;;l eine ungerade Zahl, d.h. es gibt ein y mit

z+1
2T
Damit ist z =27 - (2y + 1)—1 = ¢(z, y).

=2y + 1.

Injektivitat: Offenbar ist die grokte Zweierpotenz, die z + 1 teilt, eindeutig, d.h. x ist
eindeutig durch z bestimmt. Damit ist aber auch y eindeutig bestimmt. O

Da c eine Bijektion ist, gibt es die Umkehrfunktionen ¢y und c¢; mit der Eigenschaft:
e ¢o(c(z,y)) = x und ¢y (c(x,y)) =y
o c(co(z),c1(2)) =2
Diese ergeben sich im Prinzip aus dem Beweis von Lemma 14.8, d.h.
co(z) =max{zr € N | 2°|(z + 1)}

& (z) = (G112

Um zu zeigen, dass cg, c¢; ebenfalls primitiv rekursiv sind, bendtigen wir noch etwas
Vorarbeit.

Die Funktionen sign : N — N und sign : N — N mit

sen@) =4 Y =0 S =41 =0
& 11 x>0 & 10 >0
sind primitiv rekursiv:
sign(0) =0 sign(y +1) =1
Sign(0) = 1 Sign(1) = 0
sind primitiv rekursive Definitionsschemata dafiir.
Definition 14.9 (Fallunterscheidung)
Es seien g1, gs,h : N* — N gegeben.
Die Funktion f : N* — N entsteht daraus durch Fallunterscheidung, falls fiir alle z € N”
gilt:
f(z) = gi(z) falls h(z)=0
= go(x) falls h(z) >0
Lemma 14.10

Sind g1, g2, h primitiv rekursiv, so auch f.

Bewezs.
f(z) = g1(z) - sign(h(z)) + g2() - sign(h(z)). O
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Definition 14.11 (beschriankte Minimalisierung)

Es sei n > 0. Die Funktion f : N**! — N entsteht aus g : N**! — N durch beschrinkte
Minimalisierung, falls gilt:

f(x,y) = J falls  j =min{i <y | g(z,i) = 0} existiert
- y+ 1 sonst

Wir schreiben dann f = ng.

Lemma 14.12

Ist g primitiv rekursiv, so auch ng.

Beweis. Wir definieren fig mittels primitiver Rekursion wie folgt:

_ 0 falls z,0) =0
1) Fig(z,0) :{ 1 sonst g(_ )

D.h. 7ig(z, 0) = sign(g(z, 0))

_ _ [ fg(z,y) falls  7gz,y) <y oder g(z,y+1) =0
2) /"Lg(£7y + 1) - { y+ 2 sonst

Es handelt sich hier also um eine Fallunterscheidung. Es bleibt zu zeigen, dass die Funk-
tion
_J 0 falls z<yoderg(z,y+1)=0
h(z, z,y) = { 1 sonst

primitiv rekursiv ist.
Offenbar ist aber

h(z, z,y) = sign((z—y) - g(z,y + 1))

und damit primitiv rekursiv. O

Wir kommen nun zuriick zu den Umkehrfunktionen der Bijektion aus Beispiel 14.7.
Betrachten wir zunéchst die Teilbarkeitsrelation in der Definition von c¢g.

Lemma 14.13

Die Funktion
0 zly

1 sonst

teilt : N> — N mit (x,y) — {
18t primativ rekursiv.
Beweis. Die Funktion

0 z-z=y
h(x,z,y):{l sonst

ist primitiv rekursiv, da

h(z,y,2) = sign((z - z2=y) + (y—2 - 2)).
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Damit ist auch zh primitiv rekursiv, und es gilt:

_ g falls j=min{i <y|x-i=y}
,LLh(J?, y, y) - { y + 1 sonst
Damit ist aber teilt(z,y) = mh(z, y,y)—y. O

Lemma 14.14

Die Umkehrfunktion cy der Funktion ¢ aus Beispiel 14.7 ist primitiv rekursiv.
Beweis. c¢o(z) = max{x € N | 2%|(z + 1)}.
Es geniigt dafiir, nach dem kleinsten ¢ < z 4+ 1 zu suchen mit
26D | (2 4 1)
d.h. nach dem kleinsten 7 < z + 1 mit
teilt(26T) 2 4+ 1) = 0.

Dies gelingt durch beschrankte Minimalisierung. O

Um zu zeigen, dass auch c¢; primitiv rekursiv ist, betrachten wir die ganzzahlige Division

x sonst

div : N> — N mit (I‘,y)H{ lz/y| falls y>0

wobei |x/y]| die grokte natiirliche Zahl unterhalb von z/y ist.

Beachte:

Ist y > 0 und x durch y teilbar, so ist div(x,y) = x/y. In der Definition von ¢; sind
diese Bedingungen erfiillt. Es ist daher

co(z) = div(div(z + 1,29¢()) 11, 2).

Lemma 14.15

Die Umkehrfunktion ¢y der Funktion ¢ aus Beispiel 14.7 ist primitiv rekursiv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass div primitiv rekursiv ist. Wir betrachten dazu die

Funktion
0 falls z-y>=x

1 falls z-y <z

f(x,y,2) = {
Diese ist primitiv rekursiv, da
f(z,y, 2) = Sign(= - y-a),

Damit ist auch 7zf primitiv rekursiv und somit (unter Verwendung geeigneter Projektio-
nen) auch

g(z,y) == pf(z,y, ).
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Es gilt nun aber

(2, y) = das kleinste ¢+ < x mit ¢ -y > x falls existent
S R | sonst

Ist y > 1, so existiert so ein i stets und es ist div(z,y) =7 — 1.

Ist y = 1 oder y = 0, so existiert so ein ¢ nicht, d.h. x + 1 wird ausgegeben. In diesen
Fallen ist aber auch div(z,y) = z. Also gilt:

div(z,y) = g(z,y)—-1. O
Wir betrachten nun eine einfache imperative Programmiersprache, die genau die primitiv
rekursiven Funktionen berechnen kann.

LOOP-Programme sind aus den folgenden Komponenten aufgebaut:

e Variablen: xqg, 1, x9, ...

Konstanten: 0, 1, 2, ...  (also die Elemente von N)

Trennsymbole: ; und :=
Operationssymbole: + und —
Schliisselworter: LOOP, DO, END

Definition 14.16 (Syntax LOOP)
Die Syntaz von LOOP-Programmen ist induktiv definiert:

1) Jede Wertzuweisung
x; = x; +cund
T; = T;—C
fiir 4,7 > 0 und ¢ € N ist ein LOOP-Programm.
2) Falls P, und P, LOOP-Programme sind, so ist auch
Py; P, (Hintereinanderausfihrung)
ein LOOP-Programm.
3) Falls P ein LOOP-Programm ist und i > 0, so ist auch
LOOP z; DO P END

ein LOOP-Programm.

Die Semantik dieser einfachen Sprache ist wie folgt definiert:

Bei einem LOOP-Programm, das eine Funktion f : N¥ — N berechnen soll:
e werden die Variablen x1,...,z; mit den Fingabewerten nq,...,n; vorbesetzt.
e Alle anderen Variablen erhalten den Wert 0.

e Ausgabe ist der Wert der Variablen xy nach Ausfithrung des Programms.
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Die einzelnen Programmkonstrukte haben die folgende Bedeutung:

1) z; := z;+c
Der neue Wert der Variablen x; ist die Summe des alten Wertes von z; und c.
€Xr; = ZL‘j;C
Der neue Wert der Variablen z; ist der Wert von z; minus c, falls dieser Wert > 0
ist und 0 sonst.

2) P1 ;PQ
Hier wird zunéchst P, und dann P, ausgefiihrt.
3) LOOP z; DO P END
Das Programm P wird sooft ausgefiihrt, wie der Wert von z; zu Beginn angibt. An-

derungen des Wertes von x; wiahrend der Ausfiihrung von P haben keinen Einfluss
auf die Anzahl der Schleifendurchléufe.

Definition 14.17 (LOOP-berechenbar)
Die Funktion
f:N* - N

heifkt LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das f in dem folgenden
Sinne berechnet:

e (estartet mit nq,...,ny in den Variablen xy, ...,z (und 0 in den restlichen Va-
riablen)

e stoppt P mit dem Wert f(ny,...,ng) in der Variablen z.

Bemerkung:

Offenbar terminieren LOOP-Programme stets, da fiir jede Schleife eine feste Anzahl von
Durchlaufen durch den anfanglichen Wert der Schleifenvariablen festgelegt wird. Daher
sind alle durch LOOP-Programme berechneten Funktionen total.

Beispiel:
Die Additionsfunktion ist LOOP-berechenbar:
ro = 11 +0;
LOOP x5 DO zg := 29+ 1 END
Mit den Programmkonstrukten von Definition 14.16 kann man auch andere in Program-
miersprachen vorhandene Konstrukte simulieren:

IF £ =0 THEN P END
kann z.B. simuliert werden durch
y = 1;
LOOP = DO y := 0 END;
LOOP y DO P END
wobei y eine neue Variable ist, die nicht in P vorkommt und # z ist.
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Satz 14.18

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen stimmt mit der der LOOP-berechenbaren
Funktionen tiberein.

Beweis.
(1) Alle primitiv rekursiven Funktionen sind LOOP-berechenbar:
e Fir die Grundfunktionen ist klar, dass sie LOOP-berechenbar sind.

e Komposition:

f(x1, ..., zn) = glhy(21, ..., 28), - hy (21, .0 )
Es seien Py, ..., P,, P LOOP-Programme fiir hy,... h,,, g.

Durch Speichern der Eingabewerte und der Zwischenergebnisse in unbenutz-
ten Variablen kann man zunéchst die Werte von hy, ... h,, mittels Py, ..., P,
berechnen und dann auf diese Werte P anwenden.

e primitive Rekursion:

f(x1, ..., 2,,0) = g(x1,...,24)

f(x1, .., T, o1 + 1) =h(xq, ..z, f(21, - Ty Tis1), Trsr)

Die Funktion f kann durch das LOOP-Programm

2z 1= g(wy, ..o ) (%)

zo = 0;

z3 = anrl;l;

LOOP z3 DO
21 = h(xy, ... @, 21,20); (%)
2o 1= Z5+1

END

berechnet werden.

Dabei sind die mit (x) gekennzeichneten Anweisungen Abkiirzungen fiir Pro-
gramme, welche Ein- und Ausgaben geeignet kopieren und die Programme
fiir g und h anwenden.

Die Variablen zq, 2o, 23 sind neue Variablen, die in den Programmen fiir g und
h nicht vorkommen.

(1) Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind primitiv rekursiv.

Dazu beschaffen wir uns zunéchst eine primitiv rekursive Bijektion
™ N - N (n>2)
sowie die zugehorigen Umkehrfunktionen

cén), . ,c(n)
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Wir definieren dazu

(@, wy) = (@, (@, (@1, ) L))

}—AO/‘\
2

—~
N

~—
o

[y

—~
Q

no

—
N

~—

~—

(n)

Da ¢ und ¢, ¢y primitiv rekursiv sind, sind auch ¢ und c(()"), N

rekursiv.

Es sei nun P ein LOOP-Programm, das die Funktion f: N — N berechnet. Es sei
[ der maximale Index der in P vorkommenden Variablen und k := max{r,{}.

primitiv

Wir zeigen durch Induktion iiber den Aufbau von LOOP-Programmen, dass die
Funktion gp : N — N primitiv rekursiv ist, wobei

gp(Z) = C(]H—l) (bo, cey bk)

wenn
e by, ..., b, die Werte von xg, ..., z, nach Ausfiihrung des Programms P
e bei Startwerten ag = c((]kﬂ)(z), Coap = c,(fﬂ)(z) sind.
1) Hat P die Form x; := x; + ¢, so ist
gp(2) = (), M (@), Y (@) + e V() ).

Primitiv rekursiv.
Entsprechend kann die andere Zuweisung behandelt werden.
2) P=Q;R
Dann ist
gr(2) = gr(go(2)).
Da
® g0, gr nach Induktionsvoraussetzung primitiv rekursiv sind und
e gp durch Komposition daraus entsteht
ist auch gp primitiv rekursiv.
3) P=L00P z; DO () END
Wir definieren zunéchst die zweistellige Funktion h durch primitive Rekursion
aus ggo:
h(z,0) =z,
h(z,y+1) = go(h(z,y))
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Offenbar liefert h(z,n)

e die Kodierung der Werte der Variablen xy, . .., zk,
e nachdem man, beginnend mit zy = c(()kﬂ)(z), TS c,&kﬂ)(z),

e das Programm () n-mal ausgefiihrt hat.

Daher gilt:

gr(2) =h(z. ¢ (2)).
Dies schliefst den Induktionsbeweis ab, dass die Funktion gp fiir jedes LOOP-
Programm P primitiv rekursiv ist.

Ist
f:N"—- N
die von P berechnete Funktion, so gilt:
f(z1,..., 2, = D cF00, 21, ..., 2,0,...,0))). 0
(21 )=co (gp(c"TV(0, 2 )

k—r

Da wir durch LOOP-berechenbare/primitiv rekursive Funktionen nur totale Funktionen
erhalten, ist nicht jede (intuitiv) berechenbare Funktion in dieser Klasse enthalten. Aber
was ist mit den totalen berechenbaren Funktionen?

Satz 14.19
Es gibt totale berechenbare Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar sind.

Beweis. Wir definieren die Lange von LOOP-Programmen induktiv {iber deren Aufbau:

1) |z := xj+cf=i+j+c+1

|z, = zj—c|:=i+j+c+1

2) |P;Ql =P+ [QI+1

3) |LOOP z; DO P END|:= |P|+i+1
Fiir eine gegebene Lange n gibt es nur endlich viele LOOP-Programme dieser Lange.
Deshalb macht die folgende Definition Sinn:

f(z,y) := 1+ max{g(y) | g: N — N wird von einem
LOOP-Programm der Lénge = berechnet }

Behauptung 1:
Die Funktion
d:N — Nmit z — f(z, 2)
ist nicht LOOP-berechenbar, denn:
Sei P ein LOOP-Programm, das d berechnet und sei n = |P|.

Wir betrachten d(n) = f(n,n). Nach Definition ist f(n,n) grofser als der maximale Funk-
tionswert, den ein LOOP-Programm der Lénge n bei Eingabe n berechnen kann. Dies
widerspricht der Tatsache, dass d von einem LOOP-Programm der Lange n berechnet
wird.
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Behauptung 2:
Die Funktion d ist (intuitiv) berechenbar, denn:
Bei Eingabe z zdhlt man die endlich vielen LOOP-Programme der Lange z auf und

wendet sie jeweils auf die Eingabe z an. Da alle diese Aufrufe terminieren, kann man in
endlicher Zeit den maximalen so erhaltenen Funktionswert berechnen.

Mit der Churchschen These ist diese Funktion auch Turing-berechenbar. O

Eine prominente nicht primitiv rekursive, aber berechenbare Funktion ist die sogenannte
Ackermannfunktion A, die wie folgt definiert ist:

Alz+1,y+1):= Az, A(x + 1,y))

Durch (geschachtelte) Induktion zeigt man leicht, dass A dadurch eindeutig definiert ist.
Man kann zeigen, dass A zwar Turing-berechenbar ist, aber nicht LOOP-berechenbar,
da sie schneller wéchst als jede LOOP-berechenbare Funktion (siche [Sch697]).

103



w-rekursive Funktionen und While- Programme

15. p-rekursive Funktionen und While-Programme

Um alle berechenbaren Funktionen zu erhalten, muss man die primitiv rekursiven Funk-
tionen um eine weitere Operation, die unbeschrinkte Minimalisierung, erweitern. Die
LOOP-Programme muss man um eine While-Schleife (d.h. eine Schleife ohne vorher
festgelegte Anzahl der Durchliufe) erweitern.

Definition 15.1 (unbeschrinkte Minimalisierung)

Es sei n > 0. Die Funktion f : N* — N entsteht aus g : N*™' — N durch unbeschrinkte
Minimalisierung (Anwendung des u-Operators), falls gilt:

Y falls g(z1,...,2,,y) = 0 und
g(xy,...,xy,, 2) ist definiert und # 0
firalle0 <z <y

undefiniert sonst

Wir schreiben dann auch f = pug.

Beachte:

Der p-Operator sucht nach dem kleinsten y, so dass g(z,y) = 0 ist. Dabei miissen aber
alle vorherigen Werte g(z, 2) fiir z < y definiert sein.

Beispiel:
[ x—y falls = >y
1) gi(z,y) = { undefiniert falls = <y
pei(r) =z,

d.h. man erhéalt durch Anwenden des p-Operators auf die partielle Funktion g; die
totale Identitdtsfunktion f; : N — N mit = — x.

B y—x falls x S Yy
2) ga(w,y) = { undefiniert falls = >y
0 falls =0

pga(x) = {

3) g3(z,y) =x+y

(z) = 0 falls =0
HE3WT) =\ undefiniert falls z >0 (kein Wert 0)

Durch Anwenden von g kann man also auch partielle Funktionen aus totalen er-
halten.

undefiniert falls = >0 (vor Wert 0 hat man undefiniert)
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Definition 15.2 (Klasse der u-rekursiven Funktionen)

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen besteht aus den Funktionen, welche man aus
den Grundfunktionen (Definition 14.1) durch endlich oftes Anwenden von

e Komposition,

e primitiver Rekursion und

e unbeschrankter Minimalisierung
erhélt.

Definition 15.3 (Syntax von WHILE-Programmen)

Die Syntax von WHILE-Programmen enthélt alle Konstrukte in der Syntax von LOOP-
Programmen und zusétzlich

4) Falls P ein WHILE-Programm ist und i > 0, so ist auch
WHILE x; 75 0 DO P END
ein WHILE-Programm.

Die Semantik dieses Konstrukts ist wie folgt definiert:
e Das Programm P wird solange iteriert, bis x; den Wert 0 erhalt.
e Geschieht das nicht, so terminiert diese Schleife nicht.

Beachte:

Man koénnte bei der Definition der WHILE-Programme auf das LOOP-Konstrukt ver-
zichten, da es durch WHILE simulierbar ist:

LOOP x DO P END
kann simuliert werden durch:

y = x+0;

WHILE y #0 DO y := y—1;P END
wobei y eine neue Variable ist.
Definition 15.4 (WHILE-berechenbar)

Die (partielle) Funktion f : N¥ — N heikt WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P gibt, das f in dem folgenden Sinne berechnet:

e Gestartet mit nq,...,ny in den Variablen zy,..., 2z, (und 0 in den restlichen Va-
riablen)

e stoppt P mit dem Wert f(nq,...,ns) in der Variablen zy, falls dieser Wert definiert
ist.

e Sonst stoppt P nicht.
Beispiel:
Die Funktion

N2 . T —y falls x>y
f: N — Nmit (z,y) - { undefiniert sonst

ist WHILE-berechenbar durch das folgende Programm:

105



w-rekursive Funktionen und While- Programme

WHILE x5 # 0 DO

Yy = T,
WHILE y # 0 DO
xy = x1—1;
Ty 1= To—1;
y =0
END
END;
Tog = X1
Satz 15.5

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt genau mit der Klasse der WHILE-
berechenbaren Funktionen tberein.

Beweis. Wir miissen hierzu den Beweis von Satz 14.18 um die Behandlung des zuséatz-
lichen Operators/Konstrukts ergénzen.

1) Alle p-rekursiven Funktionen sind WHILE-berechenbar:
Es sei f = pg und P (nach Induktionsvoraussetzung) ein WHILE-Programm fiir
g. Dann berechnet das folgende Programm die Funktion f:

To := 0;
y = g(x1,...,2n,70); (Realisierbar mittels P)
WHILE y # 0 DO

To = 1o+ 1;
y = g(xy, ..., 2., T0)
END
Beachte:

Dieses Programm ist nur deshalb korrekt, weil wir in der Definition von p gefor-
dert haben, dass alle vorherigen Werte nicht nur # 0, sondern auch definiert sein
miissen.

2) Alle WHILE-berechenbaren Funktionen sind p-rekursiv:

Betrachte das Programm WHILE z; # 0 DO () END.
Wie im Beweis von Satz 14.18 bei der Behandlung von LOOP beschaffen wir uns
eine p-rekursive Funktion

h: N — N,
fiir die
e h(z,n) die Kodierung der Werte der Variablen x, . ..,z ist, nachdem man,
e beginnend mit zy = c(()kﬂ)(z)’ Y C,ik+1)(z)

e das Programm () n-mal ausgefiihrt hat.
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Der pu-Operator, angewandt auf die Komposition CZ(-k—H) (h), sucht nach der kleinsten

Iterationszahl, so dass die Variable x; = 0 wird. Daher ist
gr(2) = h(z, (ue" (0(2))): O

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Klasse der p-rekursiven/ WHILE-berechenbaren Funk-
tionen mit der Klasse der Turing-berechenbaren Funktionen iibereinstimmt.

Satz 15.6

Jede p-rekursive Funktion ist Turing-berechenbar.
Beweis. Es ist leicht zu zeigen, dass die Grundfunktionen Turing-berechenbar sind.
(Ubung)
Komposition: Seien A, Ay, , ..., An,, DTM, die g, hy,. .., h,, berechnen.

Verwende m + 1 Béander:

e Kopiere die Eingabe z auf Band2, ..., Band(m + 1)

Ay, berechnet h;(x) auf Band (i + 1)
Uberschreibe Bandl mit pa™@ p. .. pabn@ p

e Berechne g-Wert davon mit A,
Primitive Rekursion: Seien A,, A, DTM fiir g, h.
Verwende 4 Béander:
e Bandl: Speichert zy
e Band2: Zahlt von 0 ab hoch bis y (aktueller Wert: 2)
e Band3: Enthélt f(z, 2) (fiir z = 0 mittels A, berechnet)
e Band4: Berechnung von Ay
pu-Operator: Sei A, eine DTM fiir g.
Verwende 3 Bénder:
e Bandl: Speichert Eingabe =
e Band2: Zihlt von 0 ab hoch (aktueller Wert: z)
e Band3: Berechne g(z, z) mittels A, und teste, ob Wert = 0 ist

Satz 15.7
Jede Turing-berechenbare Funktion ist WHILE-berechenbar.
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Beweisskizze. Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir Konfigurationen von Turingma-

schinen der Form
agf fiir a,3 €T und ¢ € Q

in drei natirlichen Zahlen kodieren.

Diese werden dann in den drei Programmvariablen x,zs, z3 des WHILE-Programms
gespeichert:

e 1, reprasentiert «,
e 1, reprasentiert g,

e 13 reprasentiert (.
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Es sei 0.B.dA. T'={ay,...,a,} und Q = {q1, ..., q}-

Die Konfiguration
Ay oo Qi @Ay - - Qg

wird dargestellt durch

xy = (i, ..., i) ::Ziy-bl_”

v=1

To =M

T3 = (jrv---ajl)b ::ij'bpila
p=1

wobei b > |I'| ist, d.h.

® a;, ...a; reprasentiert x; in b-narer Zahlendarstellung und

e a; ...a; (Reihenfolge!) représentiert x5 in b-nérer Zahlendarstellung.

Herauslesen des aktuellen Symbols a;,
Ist x3 = (Jr,-- -, J1)b, SO ist j; = x3 mod b.

Andern dieses Symbols zu a;
Der neue Wert von 3 ist (j,, ..., j2,7)e = Aiv((Jr, .-, J2,J1)p,0) -0+ 7

Verschieben des Schreib-Lesekopfes
kann durch dhnliche arithmetische Operationen realisiert werden.

All diese Operationen sind offensichtlich WHILE-berechenbar (sogar LOOP!).
Das WHILE-Programm, welches die gegebene DTM simuliert, arbeitet wie folgt:

1) Aus der Eingabe wird die Kodierung der Startkonfiguration der DTM in den Va-
riablen x1, x9, 3 erzeugt.

2) In einer WHILE-Schleife wird bei jedem Durchlauf ein Schritt der TM-Berechnung
simuliert (wie oben angedeutet)

e In Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand (Wert von xs) und
e dem gelesenen Symbol, d.h. von x3 mod b

e wird das aktuelle Symbol verdandert und

e der Schreib-Lesekopf bewegt.

Die WHILE-Schleife terminiert, wenn der aktuelle Zustand zusammen mit dem
gelesenen Symbol keinen Nachfolgezustand hat.

All dies ist durch einfache (WHILE-berechenbare) arithmetische Operationen mog-

lich.
3) Aus dem Wert von x3 nach Termination der WHILE-Schleife wird der Ausgabewert
herausgelesen und in die Variable xy geschrieben. U
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Insgesamt haben wir also gezeigt:

Theorem 15.8

Die folgenden Klassen von Funktionen stimmen tiberein:
1) Turing-berechenbare Funktionen
2) WHILE-berechenbare Funktionen

3) p-rekursive Funktionen

Diese Aquivalenz ist ein wichtiges Argument fiir die Korrektheit der Churchschen These.
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16. Universelle Maschinen und unentscheidbare
Probleme

Wir werden hier zeigen, dass es Relationen gibt, die nicht Turing-entscheidbar sind,
d.h. Relationen, deren charakteristische Funktion nicht Turing-berechenbar ist. Mit der
Churchschen These sind diese Relationen dann nicht entscheidbar im intuitiven Sinn.

Dazu konstruieren wir eine universelle Turingmaschine, die alle Turingmaschinen simu-
lieren kann. Die universelle Maschine erhélt als zusétzliche Eingabe eine Kodierung der
zu simulierenden Turingmaschine.

Konventionen:

o Arbeitsalphabete der betrachteten Turingmaschinen sind Teilmengen von
{a1,as,as,...}, wobei a; = a, ay =b, a3 = p.

e Zustandsmengen sind Teilmengen von {q1, g2, gs, ...}, wobei ¢ stets der Anfangs-
zustand ist.

Definition 16.1 (Kodierung einer Turingmaschine)
Essei A = (Q,%, T, q1, A, F) eine Turingmaschine, die 0.B.d.A. die obigen Konventionen
erfillt.
1) Eine Transition
[

t= (qiaa'jaa'j’a r 7qi’)
n

wird kodiert durch
a

code(t) = a’ba’ba’’ b aa ba' bb.
aaa

2) Besteht A aus den Transitionen ti,...,t; und ist F' = {¢;,...,q.}, so wird A
kodiert durch

code(A) = code(t;) . ..code(t;)ba"b. .. ba'" bbb.

Bemerkung 16.2.

1) Fiir 2 = code(A)w mit w € ¥* folgt w genau auf den zweiten Block bbb, kann also
aus = eindeutig wieder herausgelesen werden.

2) Es gibt eine DTM Acopg, welche die Relation
CODE = {code(A) | Aist DTM iiber X}

entscheidet, denn:
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e Uberpriife bei Eingabe w zunéchst, ob w eine Turingmaschine kodiert (d.h.
eine Folge von Transitionskodierungen gefolgt von einer Endzustandsmengen-
kodierung ist).

e Uberpriife dann, ob die kodierte Turingmaschine deterministisch ist (bei jeder
Transition wird nachgeschaut, ob es eine andere mit demselben Anfangsteil
gibt).

Satz 16.3 (Turing)

Es gibt eine universelle DTM U diber X, d.h. eine DTM mait der folgenden Eigenschaft:
Fiir alle DTM A und alle w € ¥* gilt:

U akzeptiert code(A)w gdw. A akzeptiert w.

Es ist also U ein , Turing-Interpreter fiir Turingmaschinen®.

Beweis. U fihrt bei Eingabe code(A)w die A-Berechnung
kobakiba...
in kodierter Form aus, d.h. U erzeugt sukzessive Bandbeschriftungen
code(A)code(ky), code(A)code(ky), code(A)code(ks), ...
Konfigurationskodierung:
code(aj, ... a;qja;,, ...a;) = ab...a"ba’bba"b...a"b
Arbeitsweise von U: (bei Eingabe code(A)w)
e Erzeuge aus code(A)w die Anfangsbeschriftung
Code(A)Code(w).

ko

e Simuliere die A-Schritte, ausgehend vom jeweiligen Konfigurationskode
...ba’bba'b . .. (Zustand g;, gelesenes Symbol a;).

— Aufsuchen einer Transitionskodierung code(t), die mit a’ba’ beginnt.

— Falls es so eine gibt, Anderungen der Konfigurationskodierung entsprechend
t.

— Sonst geht U in Stoppzustand. Dieser ist akzeptierend gdw. a/ in der
Kodierung der Endzustandsmenge vorkommt.

O
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Satz 16.4
Die Relation

UNIV = {code(A)w € ¥* | A ist DTM dber 3, die w akzeptiert}

1st partiell entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis.
1) Wir zeigen, dass UN IV Turing-akzeptierbar (und damit partiell entscheidbar) ist:
Bei Eingabe x geht die TM, welche UNITV akzeptiert, wie folgt vor:

e Teste, ob x von der Form x = z;w ist mit

1 € CODE und w € X*.

e Wenn ja, so wende U auf x an.

2) Angenommen, UNIV ist rekursiv. Dann ist auch UNTV = ¥* \ UNIV rekursiv
und es gibt eine DTM Ay, die UNITV entscheidet.

Wir betrachten nun die Sprache
D = {code(A) | code(A)code(A) ¢ UNIV'}

(d.h. die Maschine A akzeptiert ihre eigene Kodierung nicht).
Diese Menge kann leicht mit Hilfe von A, entschieden werden:
e Bei Eingabe x dupliziert man x und
e startet dann 4y mit Eingabe zz.

Es sei Ap die DTM, die D entscheidet. Es gilt nun (fir A = Ap):

Ap akzeptiert code(Ap) gdw. code(Ap) € D
gdw. code(Ap)code(Ap) ¢ UNIV
gdw. Ap akzeptiert code(Ap) nicht.

Widerspruch. O

Die in Teil 2 des Beweises verwendete Vorgehensweise nennt man Diagonalisierung. Wir
hatten hier ja zwei Dimensionen

e Kodierung der TM
e Eingabe der TM,
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und die Menge D identifiziert die beiden (betrachtet TM, die als Eingabe ihre eigene
Kodierung haben), d.h. D bewegt sich in der Diagonalen.

Ein anderes Beispiel fiir ein Diagonalisierungsargument ist Cantors Beweis fiir die Uber-
abzahlbarkeit von R.

Wir wenden im folgenden Einschub Diagonalisierung an, um zu zeigen, dass es nicht-
kontextsensitive Typ-0-Sprachen gibt.

Satz 16.5

Ly C EQ

Beweis. Es sei

o Gy, G, ... eine effektive (d.h. mit TM machbare) Aufzéhlung aller kontextsensiti-
ven Grammatiken mit Terminalalphabet ¥ = {a, b}

e und wy, wy, ... eine effektive Aufziahlung aller Worter iiber X.
Wir definieren nun L C {a, b}* durch
w; € L w; ¢ L(G;) (Diagonalisierung!).
e Esist L Turing-akzeptierbar, da man fiir eine kontextsensitive Grammatik G; und
ein Wort w; entscheiden kann, ob w; € L(G;) ist.

Beachte:
nichtkiirzende Produktionen = Aufzdhlen aller ableitbaren Worter bis zur Lange
|w;| geniigt.

e [ ist nicht kontextsensitiv. Anderenfalls gidbe es einen Index k mit L = L(Gy).
Nun ist aber
wg € L(Gk) gdw. wy € L gdw. wy ¢ L(Gk)

Widerspruch.
O

Aus der Unentscheidbarkeit von U NIV kann man weitere wichtige Unentscheidbarkeits-
resultate herleiten.

Satz 16.6

Das Wortproblem fiir DTM (und damit auch fir Ly) ist unentscheidbar, d.h. es gibt
kein Berechnungsverfahren, das zu jeder gegebenen DTM A und jedem Eingabewort w
entscheidet, ob A das Wort w akzeptiert.

Beweis. Wenn das Wortproblem fiir DTM entscheidbar wére, so wiare auch UNIV ent-

scheidbar (ist es aber nicht).

Um zu entscheiden, ob code(A)w € UNIV ist, miisste man ja nur das Entscheidungs-
verfahren fiir das Wortproblem feststellen lassen, ob A das Wort w akzeptiert. O
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Satz 16.7

Das Halteproblem fiir DTM ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Berechnungsverfahren,
das zu jeder gegebenen DTM A entscheidet, ob A beginnend mit leerem FEingabeband
terminiert.

Beweis. Wire das Halteproblem entscheidbar, so auch das Wortproblem.

Um zu gegebener TM A und gegebenem Wort w zu entscheiden, ob A das Wort w
akzeptiert, konnte man dann nédmlich wie folgt vorgehen:

Modifiziere A zu einer TM A:
e Bei leerem Band schreibt A zunichst w auf das Band.
e Danach verhilt sich A wie A.

e Stoppt A mit akzeptierender Stoppkonfiguration, so stoppt auch A.
Halt A mit nichtakzeptierender Stoppkonfiguration, so geht A in eine Endlosschlei-
fe.

Damit gilt:
A hilt mit leerem Eingabeband gdw. A akzeptiert w.

Mit dem Entscheidungsverfahren fiir das Halteproblem (angewandt auf A) kénnte man
also das Wortproblem (,Ist w in L(.A)7") entscheiden. O

Satz 16.8

Das Leerheitsproblem fiir DTM (und damit auch fiir ﬁp) ist unentscheidbar, d.h. es gibt
kein Berechnungsverfahren, das bei gegebener DTM A entscheidet, ob es eine Eingabe
w gibt, auf der A terminiert.

Beweis. Wire das Leerheitsproblem entscheidbar, so auch das Halteproblem.

Um bei gegebener DTM A zu entscheiden, ob A auf leerer Eingabe hilt, konstruiert
man die DTM A wie folgt:

o A lscht seine Eingabe.

e Danach verhilt sich A wie A.

e Stoppt die Berechnung, so geht A in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.
Offenbar gibt es eine Eingabe, fiir die A hilt gdw. A auf leerem Eingabeband hélt. [

Satz 16.9
Das Aquivalenzproblem fiir DTM (und damit auch fir Lg) ist unentscheidbar.
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Beweis. Offenbar kann man leicht eine DTM A konstruieren mit L(./i) = 0.

Wire das Aquivalenzproblem

entscheidbar, so konnte man durch den Test
L(A) = L(A)?
das Leerheitsproblem fiir A entscheiden. O

Satz 16.10

Ly ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Beweis. Wir wissen von der in Satz 16.4 eingefiihrten Sprache UNITV:
e UNIV ist partiell entscheidbar, d.h. gehort zu L.
e UNIV ist nicht entscheidbar.

Wére UNITV € Ly, d.h. partiell entscheidbar, so wiirde aber mit Satz 13.4 (Teil 4) folgen,
dass UNIV entscheidbar ist. O

Das in den Beweisen der Satze 16.6 bis 16.9 gewdhlte Vorgehen nennt man Reduktion:

e Ein Problem P; (z.B. Halteproblem) wird auf ein Problem P, (z.B. Aquivalenz-
problem) reduziert.

e Wire daher P, entscheidbar, so auch P;.

e Weiss man bereits, dass P; unentscheidbar ist, so folgt daher, dass auch P, unent-
scheidbar ist.

Formaler betrachten wir (0.B.d.A.) einstellige Relationen R C ¥*.
Definition 16.11 (Reduktion)
1) Eine Reduktion von Ry C ¥* auf Ry C ¥* ist eine berechenbare Funktion
f:3" — X7,

fiir die gilt:
we R gdw. f(w) € Ry.

2) Wir schreiben
Ry <., Ry (R; wird auf Ry reduziert),

falls es eine Reduktion von Ry nach Ry gibt.
Lemma 16.12

1) Ry <,y Ry und Ry entscheidbar = Ry entscheidbar.
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2) Ry <, Ry und Ry unentscheidbar = Rs unentscheidbar.

Beweis.
1) Um ,w € Ry* zu entscheiden,
e berechnet man f(w) und
e entscheidet ,f(w) € Ry".
2) Folgt unmittelbar aus 1). O

Mit Hilfe einer Reduktion des Halteproblems kann man zeigen:
Jede nichttriviale semantische Eigenschaft von Programmen (DTM) ist unentscheidbar.

o Semantisch heiflt hier: Die Eigenschaft héngt nicht von der syntaktischen Form
des Programms, sondern nur von der berechneten Funktion ab.

e Nichttrivial: Es gibt berechenbare Funktionen, die sie erfiillen, aber nicht alle be-
rechenbaren Funktionen erfiillen sie.

Satz 16.13 (Satz von Rice)

Es sei 2 eine Figenschaft partiell berechenbarer Funktionen f: 3% — 3*, so dass gilt:
0 c{t: X" =X | ferfillt E} C {f: X" — X" | { ist partiell berechenbar}

Dann st

L(E) := {code(A) | die von A berechnete Funktion f:¥* — ¥* erfullt E'}

unentscheidbar.

Beweis. Angenommen, L(FE) ist entscheidbar.

Wir zeigen, dass man dann auch ein Entscheidungsverfahren fiir das Halteproblem erhélt
(Widerspruch zu Satz 16.7).

Mit f, bezeichnen wir die iiberall undefinierte Funktion, welche offenbar partiell bere-
chenbar ist. O.B.d.A. erfiille {, die Eigenschaft E.
Sonst konnte man statt E die Eigenschaft E: ,f erfiillt £ nicht* betrachten. Mit L(FE)

ist auch L(E) = L(FE) entscheidbar.

Da nicht alle partiell berechenbaren Funktionen E erfiillen, gibt es eine partiell bere-
chenbare Funktion g, welche E nicht erfiillt.

Es sei nun A, eine DTM fiir g und A, eine fiir f,. Wir konstruieren nun eine DTM A’,
welche eine Funktion f: ¥* — 3* berechnet mit

w = code(A) fiir eine DTMA,

die auf leerer Eingabe terminiert gdw. f(w) ¢ L(E) (%),
Wire daher L(E) entscheidbar, so auch das Halteproblem.

Konstruktion von A’:
Die DTM A’ testet bei Eingabe w zunéchst, ob w Kodierung einer DTM ist.
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e Falls nein, so gibt A’ code(A,) € L(E) aus.
e Falls ja, so ist w = code(A) fiir eine DTM A. Die DTM A’ gibt dann code(A”)

aus, wobei A” noch geeignet zu definieren ist:

code(A"”) ¢ L(E) gdw. A hilt auf leerer Eingabe

Definition von A”":

e A’ ignoriert zunéchst die Eingabe x und simuliert das Verhalten von A auf dem
leeren Eingabeband.

e Im Anschluss (d.h. falls A auf leerem Eingabeband terminiert) verhélt sich A" wie
Ay bei Eingabe .

Damit gilt fiir A” offenbar:

e Terminiert A auf leerer Eingabe nicht, so berechnet A” die Funktion f,, d.h.
code(A") € L(F), da f, E erfiillt.

e Terminiert A auf leerer Eingabe, so berechnet A” die Funktion g, d.h. code(A”) ¢
L(F), da g E nicht erfiillt.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass die von A’ berechnete Funktion f die Bedingung
(%) erfiillt, das Halteproblem also auf das Problem, L(F) zu entscheiden, reduziert.

Da das Halteproblem unentscheidbar ist, folgt die Unentscheidbarkeit von L(E). O
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17. Weitere unentscheidbare Probleme

Die bisher als unentscheidbar nachgewiesenen Probleme betreffen alle nur (semantische)
Eigenschaften von Programmen. Aber auch Probleme, die (direkt) nichts mit Program-
men zu tun haben, konnen unentscheidbar sein.

Das folgende von Emil Post definierte Problem ist sehr niitzlich, um mittels Reduktion

Unentscheidbarkeit zu zeigen.

Definition 17.1 (Postsches Korrespondenzproblem)

Eine Instanz des Postschen Korrespondenzproblems (PKP) ist gegeben durch eine end-
liche Folge

P=(z1,y1), - (T Yr)
von Wortpaaren mit x;,y; € X7 fiir ein endliches Alphabet X.
Eine Lésung des Problems ist eine Indexfolge i1, ..., 1,, mit
e m > ( und
o i; € {l,... k},

so dass gilt: @, ... 2, = Yiy - - - Yi,,-

Beispiel:
1) P, = (a,aaa), (abaa, ad), (aab,b)
hat z.B. die Folgen 2, 1 und 1, 3 als Losungen

abaala alaab
ablaaa aaalb

und damit auch 2, 1, 1, 3 sowie 2, 1, 2, 1,2, 1, ...
2) P, = (ab,aba), (baa, aa), (aba, baa)

hat keine Losung:

ablabalabal . . .
aba|baalbaal . . .

Um die Unentscheidbarkeit des PKP zu zeigen, fithren wir zunéchst ein Zwischenproblem
ein, das modifizierte PKP (MPKP):

Hier muss fiir die Losung zusétzlich 7; = 1 gelten, d.h. das Wortpaar, mit dem man
beginnen muss, ist festgelegt.

Lemma 17.2
Das MPKP kann auf das PKP reduziert werden.

Beweis. Es sei P = (z1,y1), ..., (Tk, yx) eine Instanz des MPKP iiber dem Alphabet .
Es seien #,$ Symbole, die nicht in ¥ vorkommen.
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Wir definieren die Instanz f(P) des PKP iiber 3 = X U {#, $} wie folgt:

f(P) = (1’6, y(/)>7 ('r/hyi)? I (.’L‘;{:’y;g), (x;chlv yli:+1)7

wobei gilt:

~

o Fiir 1 <1 < k entsteht 2/ aus x;, indem man hinter jedem Symbol ein # einfiigt.
Ist z.B. x; = abb, so ist x, = a#b#b#.

SN

e Fiir 1 < <k entsteht y. aus y;, indem man vor jedem Symbol ein # einfiigt.
o 1) = #z} und y, ==y}
o x) =% und y, 4 = #3

Offenbar ist f berechenbar, und man kann leicht zeigen, dass gilt:

,Das MPKP P hat eine Losung.“ gdw. ,Das PKP f(P) hat eine Losung.” O

Beispiel:
P = (a,aaa), (aab,b) ist als MPKP 16sbar mit Losung 1, 2.
(x5, yo) (27, 1) (75,95)  (23,43)
f(P) = (#a#, #aftat#ta), (a#, #a#atta), (aFta#tbit, #b), (8, #83)
Die Losung 1, 2 von P liefert die Losung 0, 2, 3 von f(P):

#Hath affabt (S
Hat atal#b|H#3

Offenbar muss jede Losung von f(P) mit 0 beginnen.

Ware daher das PKP entscheidbar, so auch das MPKP. Um die Unentscheidbarkeit des
PKP zu zeigen, geniigt es also zu zeigen, dass das MPKP unentscheidbar ist.

Lemma 17.3
Das Halteproblem kann auf das MPKP reduziert werden.

Beweis. Gegeben sei eine DTM A = (Q, %, T, g0, A, F') und ein Eingabewort w € >*.

Wir miissen zeigen, wie man A, w effektiv in eine Instanz f(A, w) des MPKP tiberfithren
kann, so dass gilt:

A hélt auf Eingabe w gdw. f(A,w) hat eine Losung,.

Wir verwenden fiir das MPKP (A, w) das Alphabet I' U Q U {#} mit # ¢ ' U Q. Das
MPKP f(A, w) besteht aus den folgenden Wortpaaren:
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1) Anfangsregel:
(#. # baow b#)

2) Kopierregeln:
(a, a) fir alle a € T' U {#}

3) Ubergangsregeln:

(qa, ¢'a") falls (¢,a,d’,n,q') € A
(qa, d'q") falls (¢,a,d’,r,q) € A
(bga, ¢'ba’) falls (q,a,d’,l,¢') € Aund beT

(#qa, #q}ﬁa) falls (¢,a,d’,1,q) € A

(q#. d'd'#) falls (¢, b,d',n.q) GA
(q#. a'd'#) falls (q, p,d',7,q) €
(ba#, ¢'ba’#) falls (¢, p,d’.1.q) €
(#a#, #dbd'#) falls (¢, p,d',1,q) €

4) Loéschregeln:
(aq,q) und (qa, q) fiir alle a € I und ¢ € @) Stoppzustand
(O.B.d.A. hénge in A das Stoppen nur vom erreichten Zustand ab.)

5) Abschlussregel:

(q##, #) fir alle ¢ € @ mit g Stoppzustand

Falls A bei Eingabe w hilt, so gibt es eine Folge von Konfigurationsiibergéngen
kobakiba... bk

mit kg = bqgow p und k; = uguv mit ¢ Stoppzustand.

Daraus kann man nun eine Losung des MPKP bauen. Zunéchst erzeugt man

Hhoftki#ko# - . . #
Hhottki#ko#f . . kit
e Dabei beginnt man mit (#, #ko#).

— Durch Kopierregeln erzeugt man die Teile von kg und kq, die sich nicht un-
terscheiden.

— Der Teil, der sich unterscheidet, wird durch die entsprechende Ubergangsregel
realisiert.
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z.B. (¢,a,d',r,¢') € A und kg = pqabp
#1061 qal O] b |#]
# baa b p#|pldq|blp|#]

Man erhélt so:

kot
kot k17F

e Nun macht man dies so weiter, bis die Stoppkonfiguration k; mit Stoppzustand
q erreicht ist. Durch Verwenden von Loschregeln und Kopierregeln loscht man
nacheinander die dem Stoppzustand benachbarten Symbole von k;, z.B.:

... #aq| b|#|qb|#
. Faqb #|G|b|#|q|#

e Danach wendet man die Abschlussregel an:

T #
K Lk

Umgekehrt zeigt man leicht, dass jede Losung des MPKP einer haltenden Folge von
Konfigurationsiibergéngen entspricht, welche mit ky beginnt:

e Man muss mit &y beginnen, da wir das MPKP betrachten.

e Durch Kopier- und Ubergangsregeln kann man die erzeugten Worter nicht gleich
lang machen.

e Daher muss ein Stoppzustand erreicht werden, damit Losch- und Abschlussregeln
eingesetzt werden konnen.

O

Da das Halteproblem unentscheidbar ist, folgt die Unentscheidbarkeit des MPKP und
damit (wegen Lemma 17.2) die Unentscheidbarkeit des PKP.

Satz 17.4
Das PKP ist unentscheidbar.

Wir verwenden dieses Resultat, um Unentscheidbarkeit von Problemen fiir kontextfreie
und kontextsensitive Sprachen nachzuweisen. Wir zeigen zunéchst:

Lemma 17.5
Es ist nicht entscheidbar, ob fir kontextfreie Grammatiken Gy, Gy gilt:

L(G) N L(Gy) # 0.

Beweis. Wir reduzieren das PKP auf dieses Problem, d.h. wir zeigen:
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Zu jeder Instanz P des PKP kann man effektiv kontextfreie Grammatiken Gg),Gg)
konstruieren, so dass gilt:

P hat Losung  gdw. L(Gﬁ?) N L(Gg)) # 0.

Da das PKP unentscheidbar ist, folgt dann die Aussage des Lemmas.
Es sei P = (x1,y1), ..., (xk, yx). Wir definieren Gg? = (N, %, B, S;) mit
o Ny = {5},
e ¥y =XU{l,...,k} und
o P =A{S — w;S;i, S — wii |1 <1<k}
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Gg) wird entsprechend definiert. Es gilt:
LGYY =z, . i i iy | m > 1,0 € {1,... k}}

LGY) = {yi, - Yiim i | m > 1y € {1, k}}
Daraus folgt nun unmittelbar:
LGN LGY) #0
(Gp) N L(Gp) #

gd_W Hmz 1 ElZ.l,...,'L.m 6{]_,...,k’}IZEil...ZEimim...’il :yzlyzmlmzl
gdw. P hat Losung. O

Da jede kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist und da die kontextsensitiven Spra-
chen unter Durchschnitt abgeschlossen sind (Satz 12.6), folgt daraus unmittelbar:

Satz 17.6

Fiir £, sind das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beachte:

Das Leerheitsproblem ist ein Spezialfall des Aquivalenzproblems, da

L(G) =10 gdw. L(G)= L(Gy) (Gy: kontextsensitive Grammatik fiir ().

Fiir kontextfreie Sprachen wissen wir bereits, dass das Leerheitsproblem entscheidbar ist.
Dies ist kein Widerspruch zu Lemma 17.5, da £ nicht unter Durchschnitt abgeschlossen
ist.

Satz 17.7

Fiir Lo ist das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis.

1. Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Sprachen L(Gg)) und L(Gg)) aus dem
Beweis von Lemma 17.5 durch deterministische Kellerautomaten akzeptiert werden
konnen.

2. Die von deterministischen Kellerautomaten akzeptierten kontextfreien Sprachen
sind nun aber unter Komplement abgeschlossen.

D.h. es gibt auch einen (effektiv berechenbaren) deterministischen Kellerautomaten
und damit eine kontextfreie Grammatik fiir

L(GY)

(siche z.B. [Wege93|, Satz 8.1.3).
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3.

Es sei G die kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(Ggi)). Nun gilt:

LGN LGY) =0 gdw. L(GY) C L(G)
gdw. L(GE)UL(G) = L(G)
edw. L(Gu) = L(G),

wobei G, die effektiv konstruierbare kontextfreie Grammatik fiir L(Gg)) U L(G)
ist.

. Wire also das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar, so

auch
LEY)NLGY) =0

und damit das PKP.
O

Als néchstes verwenden wir das PKP, um zu zeigen, dass die Giiltigkeit von Formeln der
Pradikatenlogik erster Stufe (PL1) unentscheidbar ist.

Satz 17.8
Das PKP kann auf die Giiltigkeit von PL1-Formeln reduziert werden.

Beweis. Es sei P = (z1,11),- .., (Tk, yx) €in PKP iiber dem Alphabet ¥ = {ay,...,a,}.

Wir verwenden

einstellige Funktionssymbole a4, ..., a,,

einstellige Funktionssymbole fi,..., fx,

einstellige Funktionssymbole ¢, r,

das Gleichheitssymbol = (welches als Gleichheit interpretiert werden muss),

ein Konstantensymbol ¢.

Ein Wort

w=a; ...aq;,, €

wird dargestellt als Term

te = ai, (ai, (.. (ai(£))...)).

Die Konkatenation entspricht daher dem Einsetzen von Termen, d.h.
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Idee:
Der Suchbaum fiir eine Losung des PKP kann wie folgt dargestellt werden:

[ ]
txk(txl) ()
tyk(tyl)

Dies wird durch die folgende Formel beschrieben:

Bp:3z. (l(x)=¢ AN r(z)=¢) A
Vo, (((f1(2) =t (((2) e A r(fr(2) =1, (r(2) e A

U(fe(2)) = to (U(z)) # 2 N r(fulz)) =1y, (r(2)) # €)
Die Losbarkeit des PKP wird dann ausgedriickt durch die Formel:
Fp: Bp = 3z. (l(z) =r(z) #¢)

Behauptung:
Fp ist giiltig gdw. P eine Losung hat.

denn: Jede Interpretation, die Bp erfiillt, ,enthélt den Suchbaum.

Beweis der Behauptung.

»="" Angenommen, Fp ist giiltig. Wir benutzen den Suchbaum, um eine Interpretation
I zu definieren, die Bp erfiillt:

o dom(Z) :=X*U{l,... k}*

e a;: dom(Z) — dom(ZT)
T() = { ua; falls u € X*

€ sonst
o f;:dom(Z) — dom(Z)

uj fallswe{l,...,k}*
f7 (u) :z{ .
7 sonst
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e (:dom(Z) — dom(Z
{ . fallsu:il...ime{1,...,k}*

sonst

e 7 : dom(Z) — dom(Z

i1 - Yim fallsuzz Zme 1,...7]{7 *
rI(u)::{y Y ! { }

€ sonst
Man sieht leicht, dass 7 die Formel Bp wahr macht:
o du. l(z) =e Ar(x) = ¢ ist erfiillt, da

Feh) =e=cl und r¥(f) = e = £~

e Sei u € dom(Z):
—u=idy...0m € {1,... k}"

C(ffw) = Fliv.. . imi) = ..
tfj(ﬁz(u)) = tfj(xil...xim) = Ty ..

—ug{l,... k}*
C(ffw) = £3G) =

tr,(F(w) = t7(e) =

e Fiir r geht das entsprechend.
Also erfilllt Z die Formel Bp. Damit muss Z auch

dz. (U(2) =71(2) #¢)
erfiillen, d.h. es gibt ein v € dom(Z) mit
Fu) =rt(u) £t =
1. Fall: u=1iy...4, € {1,...,k}". Dann ist

Alu) = zy .. .2y

m

W) = Y i
d.h. 7y ...1,, ist eine Losung des PKP.
2. Fall: v e ¥*.

- Ly, Lj

- g, Lj
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Weitere unentscheidbare Probleme

o u=rc:(*(u) =c=r%(u) kann nicht sein

e u € X7 : Dann ist ebenfalls /*(u) = & = r%(u), d.h. auch dieser Fall kann
nicht eintreten.

<" Angenommen, P hat eine Losung. Dann sei Z eine Interpretation, die Bp wahr
macht.

Zu zeigen: 7 erfiillt auch
Jz. (U(z) =7r(z) #e).
Es sei 1 .. .1, fiir m > 0 eine Losung von P, d.h.
Liy oo Ly = Yiq o+ - Yipy -
Da 7 die Formel Bp erfiillt, gilt:
A G I
L JEEE)) = &, # e

_ 7 _ T
Aus z;, ...y =y, ...y, folgt tay, iy, = Ly oo,

d.h. fE (- fE(eh)) ist das gesuchte z.
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V. Komplexitat

Einfliilhrung

In der Praxis geniigt es nicht zu wissen, dass eine Funktion berechenbar ist. Man inter-
essiert sich auch dafiir, wie groft der Aufwand zur Berechnung ist.

Dabei betrachtet man verschiedene Fragestellungen in Bezug auf Aufwand/Komplezitdt:

Rechenzeit
(bei TM: Anzahl der Ubergénge bis zum Halten)

Speicherplatz
(bei TM: Anzahl der benutzten Felder)

Beides soll abgeschatzt werden als Funktion in der Grifie der Eingabe.

Man kann die Komplexitéit eines speziellen Algorithmus/Programms betrachten (wie in
der Vorlesung ,,Algorithmen und Datenstrukturen®) oder die

Komplexitit eines Entscheidungsproblems: Wieviel Aufwand bendtigt der ,beste” Algo-
rithmus im ,schlimmsten* Fall?

Wir betrachten hier den zweiten Fall.
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Komplexitdtsklassen

18. Komplexitatsklassen

Wir fiihren im folgenden den Begrift der Komplexititsklasse allgemein ein und definie-
ren dann einige fundamentale Zeit- und Platzkomplexititsklassen. Zunéchst fithren wir
formal ein, was es heifst, dass der Aufwand durch eine Funktion der Grofe der Eingabe
beschrankt ist.

Definition 18.1 (f(n)-zeitbeschrinkt, f(n)-platzbeschrinkt)
Es sei f: N — N eine Funktion und A eine DTM iiber .

1) A heilt f(n)-zeitbeschrinkt, falls fiir alle w € ¥* die Maschine A bei Eingabe w
nach < f(Jw|) Schritten anhélt.

2) A heifst f(n)-platzbeschrankt, falls fiir alle w € ¥* die Maschine A bei Eingabe w
< f(Jw|) viele Felder des Bandes benutzt.

Auf NTM kann man die Definition dadurch ibertragen, dass die Aufwandsbeschrankung
fiir alle bei der gegebenen Eingabe mdglichen Berechnungen zutreffen muss.

Wir betrachten im folgenden nicht (wie in ,,Algorithmen und Datenstrukturen”) die Kom-
plexitét einzelner Algorithmen (DTMs), sondern die Komplezitit von Entscheidungspro-
blemen, wobei wir uns 0.B.d.A. auf einstellige Relationen (d.h. L C ¥*) beschrénken.

Definition 18.2 (Komplexitatsklassen)

DTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschrankte DTM, die L entscheidet}
NTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschrankte N'TM, die L akzeptiert}
DSPACE(f(n)) :={L | es gibt eine f(n)-platzbeschriankte DTM, die L entscheidet}
NSPACE(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-platzbeschrankte NTM, die L akzeptiert}

Man kann einige elementare Zusammenhénge zwischen den Komplexitatsklassen fest-
stellen:

Satz 18.3
1) DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))
2) DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))

Beweis. Offenbar kann man in k& Schritten hochstens k& Felder benutzen. Auflerdem ist
eine DTM ja auch eine NTM. O

Wir betrachten die folgenden fundamentalen Komplexitatsklassen:
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Komplexitdtsklassen

Definition 18.4 (P, NP, PSPACFE)

P:= |J DTIME(p(n))
p Polynom in n
NP:= |J  NTIME(p(n))
p Polynom in n
PSPACE := | J ~ NSPACE(p(n))

p Polynom in n

Bei der Definition von PSPACE hitte man genauso gut DSPACE statt NSPACE ver-
wenden konnen, d.h.

PSPACE = | J  DSPACE(p(n)),

p Polynom in n

denn:

Wir hatten gesehen, dass man jede NTM durch eine DTM simulieren kann. Nach einem
Resultat von Savitch kann diese Simulation so gestaltet werden, dass der Platzbedarf
der simulierenden DTM quadratisch im Platzbedarf der NTM ist (ohne Beweis).

Bemerkung 18.5.

Die Bedeutung der in Definition 18.4 eingefiihrten Komplexitétsklassen ergibt sich u.a.
aus den folgenden Uberlegungen:

1) Alle iiblichen berechnungsuniversellen Maschinenmodelle lassen sich auf TM in
Polynomialzeit simulieren, d.h.:

Benotigt das Maschinenmodell zur Berechnung n Schritte, so benotigt die simulie-
rende TM q(n) Schritte, wobei q ein Polynom ist.

Es folgt, dass die in Definition 18.4 eingefiihrten Komplexitétsklassen unabhéngig
vom speziellen Maschinenmodell sind.

2) Probleme, die in P sind, werden i.a. als effizient losbar (,tractable”, d.h. ,machbar*)
bezeichnet. Dies liegt daran, dass Polynome im Vergleich zu Exponentialfunktionen
(n — 2") ein recht moderates Wachstum haben.

Aber:

In Anwendungen, bei denen man fiir sehr grofse Eingaben sehr schnell (in Echtzeit)
Antworten haben will, ist ein Polynom mit hohem Grad héufig auch nicht mehr
tolerierbar.

3) NP enthilt viele Probleme, fiir die derzeit nur deterministische Entscheidungs-
verfahren mit exponentiellem Zeitaufwand bekannt sind. Man bezeichnet diese
Probleme daher haufig als nicht effizient losbar (,intractable®).
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Komplexitdtsklassen

Aber:

Die eingefiihrten Komplexitétsklassen (wie NP) betrachten stets den schwierigsten
Fall (,worst-case“-Komplexitit). Es kann durchaus sein, dass es wegen gewisser
pathologischer Situationen keine polynomiale Schranke fiir die Rechenzeit gibt,
aber fiir typische Félle oder im Mittel doch polynomiales Verhalten erzielt werden
kann.

Wie ist das Verhéltnis zwischen den Komplexitatsklassen? Aus Satz 18.3 ergibt sich:
P C NP C PSPACE

Ob diese Inklusionen echt sind, ist bisher nicht bekannt. Die Frage, ob P gleich NP ist,
d.h. das
P = NP - Problem,

ist eines der fundamentalen offenen Probleme der Informatik, dessen Beantwortung weit-
reichende Konsequenzen hétte.
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NP-vollstandige Probleme

19. NP-vollstandige Probleme

Es geht hier um Probleme in NP, die ,mindestens so schwer” wie jedes Problem in NP
sind. Ein solches Problem ist SAT:

Definition 19.1 (SAT)
SAT ist die Menge der erfiillbaren (,satisfiable”) Booleschen Ausdriicke
e mit Variablen z; (i > 1, kodiert als Dualzahl bei Eingabe fiir TM)

e und Operatoren —, A, V.

Beispiel:

e Der Ausdruck (z; Azy) V —zy ist erfiillbar, da er von der Belegung 1 +— 1, 29 +— 1
wahr gemacht wird.

e 1 A —xy ist nicht erfillbar.

Lemma 19.2
SAT € NP

Beweis. Eine NTM akzeptiert die Elemente von SAT wie folgt:

1) Teste, ob die Eingabe ein Boolescher Ausdruck ist (entspricht dem Wortproblem
fiir kontextfreie Grammatiken, polynomial entscheidbar).

2) Durchlaufe den Ausdruck und ersetze nichtdeterministisch jede Variable x; durch
0 oder 1 (polynomialer Aufwand).

3) Werte den Ausdruck aus und akzeptiere, falls das Ergebnis 1 ist (geht polynomial).
O

Inwiefern ist nun SAT ,das schwierigste“ NP-Problem?
Definition 19.3 (polynomialzeitberechenbar,-reduzierbar, NP-vollstindig)

1) Die Funktion f: 3* — ¥* heilt polynomialzeitberechenbar, falls es
e ein Polynom p und
e cine p(n)-zeitbeschrankte DTM gibt,
e die f berechnet.
2) L C ¥* ist polynomialzeitreduzierbar auf L' C ¥* (geschrieben als L <, L'), falls
es eine polynomialzeitberechenbare Funktion f gibt mit

we L gdw. f(w)e L’

fir alle w € X*.
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NP-vollstandige Probleme

3) Ly heifst NP-vollstindig, falls gilt:
o Lyc NP (L ist in NP)

o IMir alle L € NP gilt: L <, Ly
Lg ist NP-hart, d.h. mindestens so hart zu 16sen wie jedes andere NP-Problem.

Satz 19.4
1) Ist Ly NP-vollstindig, so gilt:

Lye P= P=NP

(Es ist bisher kein NP-vollstandiges Lo bekannt, das in P ist!)
2) SAT ist NP-vollstindig.

Beweis.

1) Essei Ly NP-vollstdndig und Ly € P, d.h. Ly wird von einer p(n)-zeitbeschrankten
DTM (fiir ein Polynom p) entschieden.

Wir miissen zeigen, dass daraus NP C P folgt.
Sei also L € NP. Es ist daher L <, Ly, d.h. es gibt ein f, das mit Zeitaufwand
< q(n) berechenbar ist (fiir Polynom q), so dass

we L gdw. f(w) € Ly.

Die DTM, welche L entscheidet, geht wie folgt vor:

e Bei Eingabe w berechnet sie f(w). Sie benétigt < q(|w]|) viel Zeit. Daher ist
auch die erzeugte Ausgabe < |w|+ q(|w]).

e Wende Entscheidungsverfahren fiir Ly auf f(w) an.

Insgesamt bendtigt man somit

< q(Jwl) + p(jw| + q(|w]))

viele Schritte, was ein Polynom in |w| ist.
2) Wir beschreiben nur kurz die Idee:

Zu zeigen ist:
VL:L e NP =L <, SAT.

Sei A eine polynomialzeitbeschrinkte NTM, welche L C ¥* akzeptiert. Die ge-
suchte Reduktionsfunktion f weist jedem Wort w € ¥* einen Booleschen Ausdruck
By zu, so dass

e Der Ubergang von w zu f3,, ist in Polynomialzeit berechenbar.

o A akzeptiert w gdw. [, ist erfiillbar.
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NP-vollstandige Probleme

Die genaue Definition von [, ist sehr aufwendig. Es muss ja die Arbeitsweise von
A auf Eingabe w durch einen Booleschen Ausdruck beschrieben werden.

Idee:
e Aussagenvariablen Band,;, fiir
nZum Zeitpunkt ¢ steht auf Feld ¢« das Symbol a®.

Da A polynomialzeitbeschrankt ist, muss man nur polynomial viele Bandzel-
len und Zeitpunkte betrachten!

e Aussagenvariablen Kopf,;

,Kopf zum Zeitpunkt ¢ auf Feld i,
o Zustand,

wZustand zum Zeitpunkt ¢ ist ¢
o Ubergiinge: (p,a,d’,r,q) liefert z.B.:

Bandy ;o N Kopfi; N Zustand,, — Bandi1iq N Kopfii1ipr N Zustandy 4.

e Kodierung der Eingabe w zum Zeitpunkt 0.

e Kodierungsbedingungen, z.B.

—(Bandy; o N\ Band, ;) fir a # b
e ctc. O

Weitere NP-vollstéandige Probleme erhélt man durch polynomielle Reduktion.
Satz 19.5

1) Ist Ly € NP und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly in NP.
2) Ist Ly NP-hart und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly NP-hart.

Beweis.

1) Wegen L, € NP gibt es eine polynomialzeitbeschrankte NTM A, welche L, ak-
zeptiert.
Wegen L, <, Ly gibt es eine polynomialzeitberechenbare Funktion f mit

Die polynomialzeitbeschrankte NTM fiir Ly arbeitet wie folgt:
e Bei Eingabe w berechnet sie zunéchst f(w).

e Dann wendet sie A auf f(w) an.
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NP-vollstandige Probleme

2) Wir miissen zeigen, dass fiir alle L € NP gilt:
L <, L.
Die polynomialzeitberechenbare Reduktionsfunktion f mit
we L gdw. f(w) € Ly

erhélt man wie folgt:

e Da L, NP-hart ist, gibt es eine polynomialzeitberechenbare Funktion g mit

we L gdw. g(w) € L.

e Wegen L; <, Ly gibt es eine polynomialzeitberechenbare Funktion h mit

Wir definieren

Dann gilt:
we L gdw. g(w) € Ly gdw. h(g(w)) € L. O

Zunéchst zeigen wir, dass auch ein Teilproblem von SAT, bei dem man nur Boolesche
Ausdriicke einer ganz speziellen Form zulésst, bereits NP-hart ist.

Definition 19.6 (3SAT)

e Eine 3-Klausel ist von der Form
[y Vig V3,

wobei [; eine Variable oder eine negierte Variable ist.
e Ein 3SAT-Problem ist eine endliche Konjunktion von 3-Klauseln.
o 35AT ist die Menge der erfiillbaren 35 AT-Probleme.

Satz 19.7
3S AT ist NP-vollstindig.

Beweis.

1) 3SAT € NP folgt unmittelbar aus SAT € NP, da jedes 3S AT-Problem ein Boo-
lescher Ausdruck ist.
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NP-vollstandige Probleme

2) Es sei F ein beliebiger Boolescher Ausdruck. Wir geben ein polynomielles Verfahren
an, das F' in ein 3SAT-Problem F’ umwandelt, so dass gilt:

F erfillbar gdw. F’ erfiillbar.

Beachte:

Es ist nicht notig, dass F' und F” (als Boolesche Ausdriicke) dquivalent sind.

Die Umformung erfolgt in mehreren Schritten, die wir am Beispiel des Ausdrucks
_|<(.§L’1 N _|.§L’3) V 1’2)

veranschaulichen.

Wir stellen diesen Ausdruck als Baum dar:

1. Schritt: Wende de Morgan an, um die Negationszeichen zu den Blattern zu

schieben.
R

Dies erfordert nur einen Durchlauf durch den Baum, ist also in linearer Zeit
realisierbar.

2. Schritt: Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable aus {yo,y1,...} zu,
wobei die Wurzel y, erhalt.

3. Schritt: Fasse jede Verzweigung (gedanklich) zu einer Dreiergruppe zusammen:
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NP-vollstandige Probleme

u
\ w

mit j € {A,V} ordnen wir eine Formel der folgenden Form zu:

Jeder Verzweigung der Form

(v (vjw)
Diese Formeln werden nun konjunktiv mit 3o verkniipft, was die Formel Fj
liefert.

Im Beispiel ist F :

Yo A (Yo & (Y1 A —w2)) A (g1 < (21 V 23))

Die Ausdriicke F' und F} sind erfillbarkeitsdquivalent, denn:

Eine erfiillende Belegung fiir F' kann zu einer fiir F} erweitert werden, indem
man die Werte fiir die Variablen y; durch die Auswertung der entsprechenden
Teilformel bestimmt, z.B.:

r, = 1
i) 0
! T3 1
o= 1
yo = 1

Umgekehrt ist jede erfiillende Belegung fiir /7 auch eine fiir F'.

4. Schritt: Jede Konjunktion in F} wird separat in eine konjunktive Normalform
umgeformt:

as= (bVe)~(maV(bVe)A(=(bVe) Va)
~s (ma VbV e)A(=bVa)A(—ceVa)
~s (ma VbV e)AN(=bVaVa)A(—eVaVa)

as (bAc)~ (maV (bAc)A(=(bAc)Va)
~ (ma Vb)) A (maVe)A(=bV —eV a)
~ (2aVOVD)A(-aVeVe)A(=bV eV a)

Dadurch erhdlt man Formeln der gewiinschten 35S AT-Form.
Beachte:

Pro Teilformel ist der Aufwand hierfiir konstant. O

Ein weiteres interessantes NP-vollsténdiges Problem ist das Mengeniiberdeckungspro-
blem.
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Definition 19.8 (Mengeniiberdeckung)

Gegeben: Ein Mengensystem iiber einer endlichen Grundmenge M, d.h.
T,..., T, C M

sowie eine Zahl n < k.

Frage: Gibt es eine Auswahl von n Mengen, die ganz M {iberdecken, d.h.
{ir,.. . i} C{1,. .. k}mit T;, U...UT;,, =M.

Satz 19.9
Mengeniiberdeckung ist NP-vollstindig.

Beweis.
1) Mengeniiberdeckung ist in NP:
e Wihle nichtdeterministisch Indices 4, ..., und
e iiberpriife, ob 7;, U...UT; = M gilt.
2) Um NP-Hérte zu zeigen, reduzieren wir 3S AT auf Mengeniiberdeckung,.

Sei also F' = K A...\K,, eine Instanz von 3SAT', welche die Variablen 1, . ..
enthélt.

Wir definieren M :={1,...,m,ym+1,...,m+n}.
Fiir jedes i € {1,...,n} sei

T; :={j | #; kommt in K; als Disjunkt vor} U {m +i}
T! :={j | =x; kommt in K; als Disjunkt vor} U {m + i}

Wir betrachten das Mengensystem:

T,....T,T.,....,T

9 n’

und fragen, ob es eine Uberdeckung von M mit n Mengen gibt.
a) Fir eine gegebene Belegung der Variablen, welche F erfiillt, wéihlen wir
o T fallsz; =1
o 7! fallsz; =0
Dies liefert n Mengen, in denen jedes Element von M vorkommt:
e jmit 1 < j < m, da jedes K; zu 1 evaluiert wird.

e m+i mit 1 <i <n, da fir jedes i entweder T; oder 7] gewahlt wird.
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b) Sei umgekehrt
(U, ... .UYCAT\,....,T,,T},...., Ty mit U, U...UU, = M

gegeben.

Da fir 1 < i < n das Element m + 4 in U; U ... U U, vorkommt, kommt
T; oder T/ in {Uy,...,U,} vor. Da wir nur n verschiedene Mengen haben,
kommt jeweils genau eines von beiden vor.

O.B.d.A.sei U; e {T;, T/} fir i =1,...,n.
Wir definieren nun die Belegung:

1 falls U =T
YTV 0 falls U AT

Diese erfiillt jedes K, da j in U; U ... U U, vorkommt. O

Viele Probleme fiir Graphen sind NP-vollsténdig, z.B. auch das folgende:
Definition 19.10 (Clique)

Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N
Frage: Besitzt G eine k-Clique, d.h. eine Teilmenge U C V' mit

e |U| =k und

e fiir alle u # v in U gilt: (u,v) € E.

Satz 19.11
Clique ist NP-vollstandig.

Beweis.
1) Clique ist in NP:
e Rate eine Teilmenge der Grofe k£ und
e teste, ob sie eine k-Clique ist.
2) Clique ist NP-hart:
Wir reduzieren 35 AT auf Clique.

Sei also
K Km
7\ 7\
F = (lll vV l12 V l13) VANAN (lml V lmg V lmg)
mit l;; € {z1, ...,z } U{2z1,..., 2, }.

Der Graph G wird nun wie folgt definiert:
o V:={(j,j)|1<i<mund 1<j <3}
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o £:={((i,5),(p,q)) | i # pund l; # l,,}, wobei
Z:{ -z falls [=ux '
x falls [ =z
e k=m
Es gilt nun:

F ist erfiillbar mit einer Belegung B
gdw. es gibt in jeder Klausel K; ein Literal [;;, mit Wert 1
gdw. esgibt Literale ly;,, ..., l;,,, die paarweise nicht komplementér sind
gdw. es gibt Knoten (1, j1),...,(m, j.), die paarweise miteinander ver-

bunden sind
gdw. es gibt eine k-Clique in G

O
Bemerkung:

Entsprechend zur Definition von NP-Vollstandigkeit eines Problems kann man auch
PSPACE-Vollsténdigkeit definieren. Das Aquivalenzproblem fiir NEAs/reguldre Aus-
driicke ist PSPACE-vollsténdig.
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Abkilirzungsverzeichnis

Dz . beziehungsweise
DEA deterministischer endlicher Automat
0 0 P das heift
DM deterministische Turingmaschine
EBNE erweiterte Backus-Naur-Form
Ol . et cetera
EAW . genau dann wenn
. o et gegeben
0 P im allgemeinen
LB A linear beschrankter Automat
MPKP ... modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem
NEA nichtdeterministischer endlicher Automat
NP nichtdeterministisch polynomiell
NTM nichtdeterministische Turingmaschine
oB.dA. ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit
PDA pushdown automaton (Kellerautomat)
PKP Postsches Korrespondenzproblem
P Préadikatenlogik erster Stufe
SAT ... satisfiability problem (Erfiillbarkeitstest der Aussagenlogik)
0 Turingmaschine (allgemein)
10 P unter anderem
URM unbeschrankte Registermaschine
VL vergleiche
Z B zum Beispiel
D was zu beweisen war (q.e.d)
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