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§ 13. Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufzahlbarkejt

Wir fiihren die Grundbegriffe der Theorie der Berechenbarkeit ein und
setzen sie zueinander in Beziehung

Neben dem Berechnen von Funktionen betrachten wir dabei auch das
Entscheiden von Relationen, was fiir viele Informatik-Probleme natiirlich 1ist.

Wir werden hier — geméal der Church-Turing These — Turingmaschinen
als Berechnungsmodell verwenden



Definition 13.1 (Berechenbarkeit von Funktionen)

Eine partielle oder totale Funktion
f (" =X

heilit berechenbar falls sie Turing-berechenbar ist.

Zur Erinnerung:

Bei partiellen Funktionen entspricht Undefiniertheit des Funktionswertes
der Nichtterminierung des Berechnungsverfahren (der DTM) bei dieser
Eingabe.

Berechenbare totale Funktionen nennt man auch rekursiv.

Berechenbare partielle Funktionen nennt man auch partiell rekursiv.



In der Informatik erfordern viele Probleme nur eine ja/nein-Antwort
anstelle der Berechnung eines “echten” Funktionswertes:

e I eerheitsproblem, z.B. fiir NEAs: gegeben NEA A, ist L(A) = ()?

e Wortproblem, z.B. fiir kontextfreie Grammatiken:
gegeben kontextfreie Grammatik G' und Wort w, ist w € L(G)?

® ciC

Derartige Probleme nennen wir Entscheidungsprobleme.

Entscheidungsprobleme formalisieren wir nicht als Funktion,
sondern als Relation.



Eine n-stellige Relation R : (X*)" ist eine Menge von n-Tupeln
(wy, ..., w,) von Wortern iiber .

Das assoziierte ja/nein-Problem ist:
ist ein gegebenes n-Tupel (w1, . .., w,) in der Relation R oder nicht?

Am Beispiel des Aquivalenzproblems fiir kontextfreie Grammatiken:

1. Jede Grammatik G = (N, >, P, S) kann als Wort
code(G) € I

tiber einem (festen!) Alphabet [" aufgefalit werden.

2. Das Aquivalenzproblem fiir Typ 1-Sprachen ist dann die binire Relation

R = {(code(G1), code(G3)) | Gy, G kontextsensitiv, L(G1) = L(G3)} CT™ x I'™.



Definition 13.2 (Entscheidbarkeit, partielle Entscheidbarkeit, rekursive
Aufzihlbarkeit von Relationen)

Eine n-stellige Relation 2 C (3*)"

1. heiBt entscheidbar, falls es DTM gibt, die be1 Eingabe von
(w, ..., w,) € ()"

e in akzeptierender Stoppkonf. anhilt wenn (wy, ..., w,) € R

e in nicht-akzeptierender Stoppkonf. anhilt wenn (wq, ..., w,) ¢ R

Die Eingabe (wy, . .., w,) entspricht dabei wieder der Start-
konfiguration gow bwso b+ - - bw,

Wir verwenden DTMs ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (Satz 11.4)
in Analogie mit der Berechenbarkeit von Funktionen




Entscheidbarkeitsbeweise haben wir im Prinzip schon viele gefiihrt

vor kurzem z.B. fiir das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammatiken

Dabei haben wir bisher nur nie

e Turingmaschinen benutzt sondern einen intuitiven Berechenbarkeits-
begriff (Church-Turing-These)

e das Problem als Relation iiber einer Menge von Wortern dargestellt

Beachte:
Kann als Spezialfall der Berechnung totaler Funktionen betrachtet werden:
Eine Relation R ist entscheidbar genau dann wenn die totale Funktion

a wenn (wy,...,w,) €R
£ sonst

Xr(wi, ... wy,) = {

(ihre charakteristische Funktion) berechenbar ist.



Definition 13.2 (Entscheidbarkeit, partielle Entscheidbarkeit, rekursive
Aufzihlbarkeit von Relationen)

2. R heilt partiell entscheidbar, falls es DTM gibt, die bei Eingabe von
(wr, ... wy,) € ()"

e terminiert, falls (wy, ..., w,) € Ristund
e nicht terminiert, falls (wy, ..., w,) € R ist.
Beachte:

R ist also partiell entscheidbar, falls R der Definitionsbereich einer
berechenbaren partiellen Funktion f ist

(denn beide Begriffe sind iiber DTMs definiert und jede DTM berechnet
partielle Funktion und bezeugt particlle Entscheidbarkeit einer Relation)




Beispiel:
Das Wortproblem fiir Typ O-Grammatiken ist partiell entscheidbar

Verwende folgende Variante des Algorithmus fiir Typ 1-Sprachen:

setze M = {S}
repeat
forallu € Mundv € X* mitu ¢ v do
setze M := M U {v}
if w € M then
halte an

forever

Offensichtlich leicht als DTM implementierbar

Wir werden spiter sehen, dass dieses Problem nicht entscheidbar ist.



Bemerkung 13.3

Fiir Mengen (1-stellige Relationen) R stimmen die Begriffe ,,partiell
entscheidbar und ,,Turing-erkennbar* iiberein.

Unterschiede:

e Turing-erkennbar fordert bei w € R anhalten in Endzustand

e partiell-entscheidbar fordert bei w ¢ R nicht-Terminierung

Turing-erkennbar = partiell entscheidbar

Gehe von allen nicht-akzeptierenden Stoppkonfigurationen aus in
Endlosschleife

partiell entscheidbar = Turing-erkennbar

Gehe von allen Stoppkonfigurationen aus in einen Endzustand




Definition 13.2 (Entscheidbarkeit, partielle Entscheidbarkeit, rekursive
Aufzihlbarkeit von Relationen)

3. R heif3t rekursiv aufzihlbar, falls /2 von einer Aufzidhl-Turingmaschine
aufgezihlt wird. Diese ist wie folgt definiert:

Eine Aufzihl-Turingmaschine A ist eine DTM, die einen speziellen

Ausgabezustand q4,s4qpe hat.

Eine Ausgabekonfiguration fiir eine n-stellige Relation ist von der Form
UQA-U,Sgabe wl/b wZﬁ .o Wh /b/U
mit v, v € [ und wy, ..., w, € X*.

Diese Konfiguration erzeugt die Ausgabe (wy, ..., w;,).

Die durch A aufgezihlte Relation ist
R = {(wy,...,w,) € ()" | (wy,...,wy,)
erzeugt durch eine Ausgabekonfiguration,

die von A ausgehend von ¢ b erreicht wird }.




Beispiel:
Fiir jede Typ 0-Grammatik G ist die Menge L(G) rekursiv aufzihlbar

Verwende folgende Variante des vorigen Verfahrens:

setze M = {S}
repeat
forallu € Mundv € X mitu Fg v do
setze M = M U {v}
if v 1s Terminalwort then
gehe In ¢ 4y5gape UNd gib v aus

forever

Die dhnlichen Beispiele fiir partielle Entscheidbarkeit und rekursive
Aufzihlbarkeit sind kein Zufall



Satz 13.4

Es sei R C (2*)" eine Relation.

1. R istrekursiv aufzidhlbar gdw R ist partiell entscheidbar.

2. Ist R entscheidbar, so auch partiell entscheidbar.

3. Ist R entscheidbar, so ist auch das Komplement R = (X*)" \ R
entscheidbar

4. R ist entscheidbar gdw 1 und R partiell entscheidbar sind.




R rekursiv aufzdhlbar = IR partiell entscheidbar:

Es sei A eine Aufzihl-DTM fiir R.

Die Maschine A’ arbeitet wie folgt:

e Sie speichert die Eingabe (wy, . .., w,,) auf zusitzlichem Band.

e Sie beginnt mit der Aufzihlung von £.

e Bei jeder Ausgabekonfiguration iiberpriift sie, ob die entsprechende
Ausgabe mit der gespeicherten Eingabe tlibereinstimmit.
Wenn ja, so terminiert A’

Sonst sucht sie die nachste Ausgabekonfiguration von A.

e Terminiert .4, ohne daB die Eingabe (wy, ..., w,) ausgegeben wurde,

so geht A’ in Endlosschleife.

A’ terminiert also genau dann, wenn (wy, . .., w,) in der Aufzidhlung
vorkommt.

Y



R partiell entscheidbar = R rekursiv aufzéhlbar:

Es sei A ein partielles Entscheidungsverfahren fiir 1, d.h.

A terminiert auf Eingabe (wy, . .., w,) gdw. (wq,...,w,) € R
Sei w1, W), %), . .. eine “geeignete” Aufzihlung von (3*)".
Idee fiir die Maschine A’

(1) Fiihre einen Schritt der Berechnung von A auf Eingabe W aus.

(2) Fiihre zwei Schritte die Berechnung von A auf Eingaben w'") und
auf Eingabe w/*) aus.

(n) Fiihre n Schritte die Berechnung von .4 auf den Eingaben d .. @™
aus.

Terminiert A fiir eine dieser Eingaben, so gebe die Eingabe aus und
mache weiter.



Y

Beachte:

Man kann nicht A zunichst ganz mit Eingabe #) laufen lassen (ohne
Schrittbeschrinkung), da A darauf nicht terminieren muf.

Einige Details:

e Die konkrete Ordnung "), %)

geeigneten Verfahren zum Aufzéihlen

. ergibt sich einfach aus einem

e Auf Band 2 realisiert A’ einen Zihler ¢ = 1,2, 3, ... fiir die Schrittzahl

e Auf Band 3 realsiert A’ einen Zihler j fiir die aktuelle Eingabe

o Auf Band 4 erzeugt A’ 7'/ durch Aufzihlung W), (%) il

g 0 e ny

e Auf Band 5 fiihrt A’ die ersten ¢ Schritte der Berechnung von A
auf 1) aus, zihlt dabei auf Band 6 die schon gemachten Schritte

e Band 1 fungiert als Ausgabeband



2. Ist R entscheidbar, so auch partiell entscheidbar.

Eine DTM A, die R entscheidet, kann wie folgt modifiziert werden:

e hilt A in nicht-akzeptierender Stoppkonfiguration, so gehe in
Endlosschleife.

e keine Anderung, wenn A in akzeptierender Stoppkonfiguration
stoppt

3. Ist R entscheidbar, so auch das Komplement R = (3*)" \ R.

Eine DTM A, die R entscheidet, wird wie folgt zu einer DTM fiir R
modifiziert:

e ['=()\ F (tausche Endzustinde und nicht-Endzustiinde)



Y

4. R entscheidbar = R und R partiell entscheidbar:
ergibt sich unmittelbar aus 2) und 3).

R und R partiell entscheidbar = R entscheidbar:

Sind R und R partiell entscheidbar, so mit 1) auch rekursiv aufzihlbar.

Fiir Eingabe 7 148t man die Aufzihl-DTMs A und B fiir R und 12
parallel laufen,

d.h. jeweils abwechselnd ein Schritt von A auf einem Band
gefolgt von einem Schritt von 3 auf dem anderen.

Die Eingabe  kommt in einer der beiden Aufzihlungen vor:

Ze () =RUR.

e Kommt 7 bei A vor, so stoppe in Endzustand

e sonst, so stoppe in nicht-Endzustand



