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Kapitel 2

Grundlagen

Die Beschreibungslogik ALC
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ALC

Es gibt viele verschiedene Beschreibungslogiken:

e viele mogliche Kompromisse bzgl. Ausdrucksstarke vs.
Komplexitat des Schlussfolgerns

e verschiedene Anwendungen haben unterschiedliche Anforderungen

Hier zunachst ALC:
e die einfachste BL mit allen Boolschen Konstruktoren
e eingefihrt 1991 von Schmidt-SchauBB und Smolka

e steht fur Attributive (Concept) Language with Complement
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ALC

Von nun an sei

e Nc eine unendliche Menge von Konzeptnamen
Diese bezeichnen Klassen / unare Pradikate

z.B. Person, Kurs, Universitat, Tafel, Student, etc.

e NRr eine unendliche Menge von Rollennamen
Diese bezeichnen Relationen / binare Pradikate
z.B. hort, lehrt, istTeilVon, etc.

Wir nehmen N¢ und NR als disjunkt und abzahlbar unendlich an

Beachte Gross- / Kleinschreibung!
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ALC

Konzepte dienen der Beschreibung einer Klasse von Objekten,
sind zusammengesetzt aus

e Konzeptnamen

e Rollennamen

o_Konzeptkonstruktoren (manchmal auch Rollenkonstruktoren)

Es gibt viele verschiedene Konstruktoren

Versch. Konstruktormengen ergeben versch. Beschreibungslogiken
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ALC Syntax

Definition 2.1 (ALC-Konzepte).
Die Menge der ALC-Konzepte ist induktiv definiert:

e Jeder Konzeptname ist ALC-Konzept

e Wenn C, D ALC-Konzepte, so auch
— —C' (Negation)
— C' M D (Konjunktion)
— C U D (Disjunktion)
e Wenn C' ALC-Konzept und r Rollenname, so sind

— dr.C' (Existenzrestriktion)
—Vr.C' (Werterestriktion)

ALC-Konzepte.

T2.1
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ALC Syntax

Verwendete Symbole:

e A, B fur Konzeptnamen
e C, D fir zusammengesetzte Konzeptterme

e 1, s fur Rollennamen

Abkurzungen:

e A —- Bfir-AUB

e A— Bfir(A— B)N(B— A)
e T fir ALI—-A (Top Konzept)

e | fir =T (Bottom Konzept)
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ALC Semantik

Definition 2.2 (ALC Semantik).
Eine Interpretation I ist Paar (AZ,.T) mit

e AT nicht-leere Menge (Domdne)
o I Interpretationsfunktion bildet ab:

— jeden Konzeptnamen A € N¢ auf Menge AT C AZ
— jeden Rollennamen 7 € Ng auf Relation 72 C AT x AT

Abbildung -Z wird induktiv auf Konzeptterme erweitert:

° (ﬂC)I AI\CI
e (CN DY =C*TnD?* (CubD)* =cC*uD?
o (Ir.C)t = {d € A’ | esgibt e € AT mit (d,e) € v’ und e € C*},

o (Vr.C)t = {d € A’ | firalle e € A%, (d,e) € v impliziert e € C*}
T2.2

36



ALC Semantik

Verwendete Symbole:

o 1, J fur Interpretationen

e d, e fir Elemente der Domane

Fur Interpretationen verwenden wir ubliche Terminologie fiir Graphen:
e e ist r-Nachfolger von d (in Z) wenn (d, e) € rZ;

e e ist 7-Vorginger von d (in Z) wenn (e,d) € r%;

e wenn 7 unwichtig, lassen wir es weg;

e ¢ ist erreichbar von d wenn es dy, . .. ,d, gibt (n > 0) mit
dy = d, d,, = e und d;; ist Nachfolger von d; fur alle 2= < n;

o 7 is endlich gdw. AT endlich ist;
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Extension/ Modell

Wir nennen

e C? die Extension des Konzeptes C;
o jedes d € C? eine Instanz des Konzeptes C';

e L1 die Extension der Rolle r.

Interpretation Z ist Modell von Konzept C' gdw. C* # 0.
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Kapitel 2

Grundlagen

TBoxen und Ontologien
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TBoxen

Zur Erinnerung:

TBoxen (terminologische Boxen)

o definieren Konzepte

e setzen diese zueinander in Beziehung

Konzeptdefinition z.B.

Student = Mensch M dhort.Vorlesung

Allgemeines Hintergrundwissen / Constraint z.B.

Student I Vorlesungssaal C |
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TBoxen

Wir fuhren zwei Arten von TBoxen ein:

e Generelle TBoxen
Ausdrucksstark, aber recht hohe Komplexitat beim Schlussfolgern

e Azyklische TBoxen.
Erlauben nur die Definition von Konzepten, keine allgemeinen Constraints

fur viele Anwendungen ausreichend, z.B. SNOMED, NCI Thesaurus

Wir setzen TBox = Ontologie.

Folgende Definitionen sind unabhangig von ALC.
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Generelle TBox - Syntax und Semantik

Definition 2.3 (Generelle TBox—Syntax)

Konzeptinklusion ist Ausdruck C' L D, mit C, D Konzepten.
Generelle T'Box ist endliche Menge von Konzeptinklusionen.

Wir verwenden C' = D als Abkurzung fur C L D, D L C. 53

Definition 2.4 (Generelle TBox—Semantik)
Interpretation Z

o erfiillt Konzeptinklusion C C D gdw. C* C DZ;
e ist Modell von TBox 7 gdw. Z alle Konzeptinklusionen in 7 erfiillt.

Beachte: T erfiillt C = D gdw. C* = D*

Wir schreiben Z=ECLC D, T =C=D, ITE=T. T2.3 cont
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Von generellen zu azyklischen TBoxen

Oft nur Konzeptnamen auf der linken Seite von Konzeptinklusionen:

Perikardium C Gewebe M JteilVon.Herz

Perikarditis = Entzundung M Jort.Perikardium

Entziindung T Krankheit M JwirktAuf.Gewebe

Intuition:

e Definition A = C' gibt notwendige und hinreichende
Bedingungen dafur, eine Instanz des Konzeptes A zu sein.

e Inklusion A . C' gibt nur notwendige Bedingungen.

Azyklische TBoxen schranken sich auf diesen Fall ein.
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Azyklische TBox - Syntax

Definition 2.3 (Azyklische TBox)

e Konzeptdefinition ist Ausdruck A = C
o Primitive Konzeptinklusion ist Ausdruck A L C.

mit A Konzeptname und C Konzept.

Azyklische TBozx ist endliche Menge von Konzeptdefinitionen und
primitiven Konzeptinklusionen so dass

e linke Seiten eindeutig
e keine Zyklen vorkommen, also keine Ausdrucke
Ay~ Co 5, .., Ap 1~ 1 Chgy, mit~; C {Ea E}

so dass A; in C;41 vorkommt, fiir alle ¢ < n (modulo n)

12.4
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Azyklische TBox - Semantik

Da azyklische TBoxen Spezialfall von generellen TBoxen,

ist Semantik bereits definiert.

Fur azyklische TBox 7
e Konzeptname A is definiert in 7 gdw. 7 enthalt A = C

e sonst ist A primitiv in 7.
T2.5

Im folgenden verwenden wir meistens generelle TBoxen,

verwenden “TBox" synonym zu “generelle TBox”

45



Kapitel 2

Grundlagen

Schlussfolgerungsprobleme
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Schlusstolgerungsprobleme

Zur Erinnerung: Schlussfolgern...

e ist der wichtigste Bestandteil eines intelligenten Systems

e dient dazu, aus explizit gegebenem Wissen neues Wissen

abzuleiten, das vorher nur implizit vorhanden war

Wichtigestes Designkriterium flur Beschreibungslogiken:

So viel Ausdrucksstarke wie moglich, aber wenig genug, um
effizientes/entscheidbares Schlussfolgern zu erlauben.
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Ertullbarkeit, Subsumtion

Definition 2.6 (Erfiillbar, subsumiert, dquivalent)
Seien C, D ALC-Konzepte und 7 TBox. Dann

o ist C' erfullbar bzgl. T gdw. C und 7 gemeinsames Modell haben;

e wird C von D subsumiert bzgl. T (T = C C D) gdw C* C D*
in allen Modellen Z von 7.

e sind C und D dquivalent bzgl. T (T = C = D) gdw C* = D*
in allen Modellen Z von 7.

Diese Begriffe existieren auch ohne Bezug auf TBox (i.e., TBox leer)
T2.6
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Schlusstolgerungsprobleme

Erfullbarkeitsproblem:
gegeben C' und 7, entscheide ob C erfillbar bzgl. 7T

Subsumtionsproblem:

gegeben C, D und 7, entscheide ob 7 = C C D;

Aquivalenzproblem:

gegeben C, D und 7, entscheide ob 7 = C = D;

Alle drei Probleme auch ohne (mit leerer) TBox.

Untersch. TBox-Formalismen geben untersch. Entscheidungsprobleme.
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Motivation

Anwendung;:

e Modellierungsfehler finden:

unerfullbare Konzepte im allg. unerwunscht;

e die Struktur der TBox explizit machen, z.B. fur Browsing:
Subsumption (= Is-A Relation) haupt-Stukturierungsmittel fir TBoxen
C L D kann gelesen werden als “D ist genereller als C”

e Redundanzen finden:

zwei aquivalente Konzepte sind u.U. unerwunscht.
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Subsumtion als Ordnungsrelation

Lemma 2.7
Seit 7 TBox mit mind. einem Modell. Die Relation “LC bzgl. 7™

auf der Menge aller ALC-Konzepte ist

e reflexiv (7 = C C C),
e transitiv (7 = C E Dund 7 =D C E impliziert 7T = C C E),

Bis auf fehlende Antisymmetrie ist L also partielle Ordnung.

Man kann L als Hasse-Diagram darstellen, dessen Knoten mit Mengen

von Konzepten beschriftet sind.

Normalerweise Einschrankung auf die in 7 verwendeten Konzeptnamen

T2.7
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Klassifikation

Ein weiteres Schlussfolgerungsproblem:

e Klassifikation: gegeben 7, berechne das Hasse-Diagramm
fur  bzgl. 7, eingeschrankt auf Konzeptnamen in 7.

Berechnungsproblem, kein Entscheidungsproblem.

In der Praxis:

e berechenbar durch n? Subsumtionsberechnungen;

e zahlreiche Optimierungen verfugbar.
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Reduktionen

Erfullbarkeit, Subsumtion, Aquivalenz wechselseitig polynomiall reduzierbar:

Lemma 2.8.

e7 =CLC D gdw. C M =D unerfullbar bzgl. T
e C erfiillbar bzgl. T gdw. T £ C = L
e 7T FC=Dgdw.7TE=TLCC+«+~ D T2.8

Natiirlich auch korrekt wenn 7~ = (), erhdlt Azyklizitat von 7.

Algorithmus fir eines der Probleme kann also auch fiir die beiden anderen

verwendet werden; alle drei Probleme haben dieselbe Komplexitat (in ALC)

Im folgenden konzentrieren wir uns meist auf Erfullbarkeit
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Reduktionen

Wir wollen zeigen:

Theorem 2.9

Erfullbarkeit bzgl. azyklischer TBoxen kann reduziert werden auf
Erfullbarkeit ohne TBoxen.

Also kann Algorithmus, der Konzepterfullbarkeit ohne TBoxen entscheidet
auch in Gegenwart azyklischer TBoxen verwenden werden

(u.U. aber hohere Komplexitat!)

Mit Lemma 2.8 folgt dasselbe fiir Subsumtion und Aquivalenz.

Wir gehen in drei Schritten vor.
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Beweis von Theorem 2.9

Schritt 1:

Ersetzen von primitiven Konzeptinklusionen durch Konzeptdefinitionen
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Definitorische TBox

Definition 2.10 (Definitorische TBox)

Eine azyklische TBox heisst definitorisch wenn sie nur Konzept-
definitionen aber keine Inklusionen enthalt.

Sei T azyklische TBox.

Definitorische TBox 7: ersetze jede Inklusion A C C € T durch

A= XM C, mit X4 neuer Konzeptname

Lemma 2.11

Fur alle ALC-Konzepte C, die nicht die neuen Konzeptnamen
verwenden, gilt:

C erfiillbar bzgl. T gdw. C erfiillbar bzgl. T”’ T2.9
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Beweis von Theorem 2.9

Schritt 2:

Eliminieren von definierten Konzeptnamen auf den rechten Seiten von
Konzeptdefinitionen
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Azyklische TBox - Expandieren

Sei 7T definitorische TBox.

Definiere Folge von definitorischen TBoxen 7y, 77, ... wie folgt:
o7y =T

e 7,1 entsteht aus 7; wie folgt:

wahle A = C € 7;, so dass C' definierten Konzeptnamen B enthalt
ersetze alle Vorkommen von B in C durch D wenn B = D € 7T;

Da 7 azyklisch, gibt es schliessliche kein solches A = C' € 7; mehr.

Dieses 7; ist die Fxpansion von 7T .

Beachte: Endergebnis ist unabhangig von den konkreten Auswahlen

T2.10
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Azyklische TBox - Expandieren

/wei TBoxen sind dquivalent gdw. sie dieselben Modelle haben.

Lemma 2.13
Jede definitorische TBox ist aquivalent zu ithrer Expansion.

Bemerkungen:

Intuitiv zeigt Lemma 2.13, dass primitive Konzeptdefinitionen
nicht mehr sind als Makros

T2.11
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Azyklische TBox - Expandieren

Expansion kann zu einem exponentiellen Aufblasen der TBox fiihren:

Expandieren von Ag = dr.A;Mds. Ay
Al = E"I".Ag [ E'S.Ag
A,1 = dr.A,Mds. A,

gibt TBox der Grosse > 2". T2.12

Es gibt keine aquivalente kleinere TBox ohne definierte Konzepte
auf den rechten Seiten.

(GroBe einer TBox: Anzahl Symbole, mit denen sie aufgeschrieben wird

Konzeptnamen und Rollennamen zihlen 1)
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Beweis von Theorem 2.9

Schritt 3:

Expandieren der definierten Konzeptnamen im Eingabekonzept.

Zunachst etwas Vorbereitung.
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Primitive Interpretation

Definition 2.14 (Primitive Interpretation)
Primitive Interpretation fir azyklische TBox 7 ist Interpretation,
die nur primitive Konzeptnamen und Rollennamen interpretiert, aber

keine definierten Konzeptnamen aus 7 .

Lemma 2.15
Sei 7 definitorische TBox. Jede primitive Interpretation kann in eindeutiger

Weise zu Modell von 7 erweitert werden. T2.13

64



Beweis von Theorem 2.9

Theorem 2.9
Erfullbarkeit bzgl. azyklischer TBoxen kann reduziert werden auf
Erfullbarkeit ohne TBoxen. T2.14
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Erweiterungen von ALC

Wir betrachten exemplarisch zwei Erweiterungen von ALC:

e ALCZ: ALC mit inversen Rollen (Rollenkonstruktor)
e ALCQ: ALC mit Zahlenrestriktionen (Konzeptkonstruktor)

Beide Erweiterungen sind in OWL realisiert.

Namenschema:

e ein Buchstabe pro Erweiterung
e kann kombiniert werden, z.B. ALCQOT
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Inverse Rollen

Haufig mochte man uber Rollen “in beiden Richtungen” reden:

e SNOMED: hatTeil / istTeilVon (z.B. in der Anatomie)

e Universitatsbeispiel: hort / wirdGehortVon |
gibt / wirdGegebenVon

Verwendet man diese Rollen einfach als Namen in ALC,
gibt es unintuitive Konsequenzen.

T2.15
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Inverse Rollen

Definition 2.16. (Inverse Rollen)
Fir jedes r € Ng ist r»~ die wnverse Rolle zu r. Wir definieren

(r7)* ={(e,d) | (d,e) € r’}.

Eine Rolle ist entweder ein Rollenname oder ein inverse Rolle.

ALCT: ALC erweitert um die Moglichkeit, inverse Rollen in

Existenz- und Werterestriktionen zu benutzen.
T2.15 cont.

Schachtelung von Inversen i. allg. nicht sinnvoll da ((r~) )% = rt.

Daher setzen wir (r7)~ = r.
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Z.ahlenrestriktionen

Haufig mochte man Rollennachfolger “zahlen” konnen:

¢ SNOMED: Eine Hand hat fiinf Teile, die ein Finger sind.

e Universitatsbeispiel: wie viele Vorlesungen gibt ein Dozent?

In ALC ist zahlen nicht ohne weiteres moglich

T2.16
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/.ahlenrestriktionen

Definition 2.17. (Zahlenrestriktion)

Fur jede naturliche Zahl n, jeden Rollennamen r und jedes Konzept C'
definiere Konzepte wie folgt:

e (< n r C) (Hochstens-Restriktion);
e (= n r C') (Mindestens-Restriktion);

Die Semantik ist

e (<nrC)Y ={dec AT |#{e| (d,e) ert Aeec CT} <n}
e(>nrC)Y ={dec AT | #{e| (d,e) ert Ne e C*} > n}

Beachte: T2.16 cont.

e Jr.C ist aquivalent zu (= 1 r C)
e Vr.C ist aquivalent zu (< 0 r =C)
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Z.ahlenrestriktionen

ALCQO: ALC erweitert mit Zahlenrestriktionen.

ALCOT: ALC erweitert mit Zahlenrestriktionen und inversen Rollen.

inverse Rollen auch in Zahlenrestriktionen, z.B.

Vorlesung C (> 3 hort™ Student)
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Weitere Erweiterungen

Es gibt noch viel mehr Erweiterungen:

e Spezielle Rolleninterpretationen (transitiv, symmetrisch, reflexiv, etc)
e Konzepte, die nur eine einzige Instanz haben koennen (Nominale)

e Inklusionen zwischen Rollen oder Rollenketten

e Numerische Werte

e Fixpunktoperatoren

e temporale Operatoren

Viele davon sind in OWL realisiert.
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Zusammenhang zu FO

BL Interpretation ist FO Struktur

e mit unaren und binaren Pradikaten (Konzeptnamen und Rollennamen);
e ohne Pradikate hoherer Aritat:

e ohne Funktionssymbole.

Wir ubersetzen

o ALC-Konzepte C in FO-Formeln C'# mit einer freien Variable
e Generelle TBoxen 7 in FO-Satze T7.
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Zusammenhang zu FO

Fur FO-Formel ¢ mit einer freien Variable und Interpretation Z

definieren wir die Extension

o' :={d € A | T |= p[d]}

Die Ubersetzung soll erfiillen, fiir alle C, T, T
o« CT = (C*)*;
oI =T gdw. T ET7.

1T2.17
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Zusammenhang zu FO

Definiere Abbildung

7, von ALC-Konzepten auf FO-Formel mit einer freien Variable x:

m.(A) (= A(x)
7 (—C) = =, (C)
7. (C T D) := 7,(C) N 7(D)
7.(C U D) := 7, (C) V (D)
o (Fr.C) = FJy.(r(x,y) N 7,(C))
7 (Vr.C) = Vy.(r(x,y) — 7, (C))

Wobei y eine “frische” Variable ist

T2.18
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Zusammenhang zu FO

Setze C# := m,(C)

7#%:= J\ Va.(C*(x) —» D¥(x))
CCDeT

Lemma 2.18.
Fur alle Konzepte C', TBoxen 7 und Interpretationen Z:

1. CT = (C*)%;
2T =T gdw. T |= T#;

T2.19
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Zusammenhang zu FO

Lemma 2.19.
Fur alle Konzepte C und TBoxen 7:

1. C erfiillbar bzgl. T gdw. T# A Jx.C7#(x) erfiillbar;
2.7 = CLC Dgdw. T# — Vz.(C*(x) — D¥(x)) giiltig;
3.7 = C = D gdw. 77 — Vx.(C#(x) < D%(x)) giiltig.

Dies sind Reduktionen von SchlieBen in ALC auf SchlieBen in FO
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Zusammenhang zu FO

Erweiterungen konnen auch ubersetzt werden, z.B. inverse Rollen:

7o (Ir—.C) = Jy.(r(y,x) AN 7, (C))
7o (Vr—.C) = Vy.(r(y,x) — 7,(C))

Und Zahlenrestriktionen (unter Verwendung von Gleichheit):

m(>nr.C) = Elyl,...,yn.( /\ (y: # Yj)

1<i<g<n

AN (@ y) AT (C)))

1<i<n

T (<nr.C) := Vyl,...,yn.( /\ (yi # y;)

1<i<g<n

=\ =(r(@,y) A, (C)))

1<i<n
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Zusammenhang zu Modallogik

Ein enger Zusammenhang besteht auch zur Modallogik.

ALC ist multi-modales K mit anderer Syntax:

e BL Interpretation ist Kripke Struktur;
e Konzeptname ist propositionale Variable;
e Rollenname ist Erreichbarkeitsrelation:

e —, 1, LI entsprechen —, A, V;
e dr.C entspricht 0, C' zB. AnN3r(BNVvr.(AL B))

e Vr.C' entspricht [1,.C; ~aAOr(bA.(aVD))
e ALC-Konzept entspricht K-Formel.

TBoxen haben nur ungefahre Entsprechungen.
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