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Kapitel 3: P vs NP




Einleitung

Wir definieren die wichtigen Komplexitatsklassen P und NP
und studieren deren Zusammenhang:

* Definitionen der Klassen

» Zusammenhang zwischen NP und Nichtdeterminismus
* Das Konzept der NP-Vollstandigkeit

* Beispiele fur NP-vollstandige Probleme

* Einige Reflektionen zu P vs. NP

* Komplemente und co-NP
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Die Klasse P

Ein Ziel der Komplexitatstheorie:

|dentifizieren derjenigen Probleme, die (auch im worst case!)
effizient I6sbar sind.

Traditionell: "effizient |6sbar (tractable)" ="in polynomieller Zeit I6sbar"

(Polynom von beliebigem Grad!)

Entsprechende Komplexitatsklasse:

P.— U DTIME(n*)  (oft auch "PTIME”)

i>1
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Die Klasse P

Rechtfertigung:

e Tabelle aus Kapitel 1:

EingabegroBe 1 2 3

4

5

6

7

8

20

128

n? 1 4

16

25

36

49

64

400

16.384

2n 2 4 8

16

32

64

128

256

1.048.576

RIESIG!

o Zeitkomplexitat n* mit sehr groBem £k ist auch bedenklich, aber:
Polynome mit groBem Grad sind fast nie notwendig!

e Nach Cobham-Edmonds These ist die Klasse P fur alle Berechnungs-
modelle identisch (wir kdnnen z.B 0.B.d.A. mehrere Bander verwenden)

e P ist abgeschlossen unter den Ublichen Kompositionsoperationen

auf Algorithmen

Die letzten beiden Eigenschaften werden z.B. von DTIME(n) nicht erfullt.
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Die Klasse NP

Sehr viele Probleme in der Informatik haben folgende Charakteristik:

Far alle w € ¥* gilt:

e wenn w € L (w ist "Ja”-Instanz), dann gibt es einen einfach
zu verifizierenden Beweis dafur, dessen Lange nicht viel
groBer ist als die von w

e wenn w ¢ L (w ist "Nein”-Instanz), dann gibt es keinen
solchen Bewels.

Diese Beobachtung ist die Grundlage flur die Definition der
Komplexitatsklasse NP.
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Beispiel 1: Cliquenproblem

Der "Beweis" ist die Clique selbst

e wenn (G, k) € CLIQUE, dann gibt es Knotenmenge {v1, ..., v},
die Clique in G ist;
e wenn (G, k) ¢ CLIQUE, dann gibt es keine solche Menge.

Der Beweis ist einfach zu verifizieren: man kann offensichtlich in
polynomieller Zeit entscheiden, ob gegebene Knotenmenge Clique ist.

Der Beweis ist kurz: nicht groBer als der Graph.
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Beispiel 2: Sequenzierung

Beispiel 2: Sequenzierung

Zur Erinnerung:

Definition (Single-Prozessor) Sequenzierung
Sei A eine Menge von Aufgaben, die durch < partiell geordnet ist und
d : G — N Funktion, die Deadlines beschreibt.

Sequenzierung fir A mit k € N Verspatungen ist injektive Abbildung
7:G —{0,...,|A| — 1} so dass

1. a < o’ impliziert 7(a) < 7(d’);

2. fur hochstens k Aufgaben a € A gilt 7(a) > d(a).
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Beispiel 2: Sequenzierung

SEQ ist Menge aller Paare (A, k) so dass es Sequenzierung fur A
mit k£ Verspatungen gibt.

Der "Beweis" ist Sequenzierung selbst, repréasentiert als Folge
von Aufgaben

Der Beweis ist einfach zu verifizieren: man kann offensichtlich in
polynomieller Zeit prifen, ob Bed. 1+2 aus Def. Sequenzierung erfullt sind

Der Beweis hat Lange |A|, ist also kurz
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Beispiel 3: Integer Programming |

Definition Integer Programming

Sei V eine Menge von Variablen und G eine Menge von linearen
Gleichungen

ClL X1+ -+Cp Ty =
mitey,...,z, €V,c1,...,c, € N.und o € V UN.
Lésung fur G ist Abbildung 7 : V' — N, so dass alle
Gleichungen in G erflillt sind.

IPROG ist Menge aller Gleichunggsysteme G, fur die Losung existiert.
v

Gegeben einen Losungskandidaten kann man offensichtlich in
polynomieller Zeit Uberprifen, ob er LOsung ist (Addition).

Es ist aber nicht offensichtlich, dass es immer kurze Losungen/
Beweise fur IPROG gibt (N hat Elemente unbeschrankter Gro3e)
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Beispiel 3: Integer Programming

Ohne Beweis:

Theorem (Papadimitriou)

Wenn G Gleichungssystem mit m Gleichungen, n Variablen
und Konstanten beschrankt durch a, dann gibt es Lésung gdw.
es eine Losung aus dem Bereich {0, ..., n(ma)?™ 1},

Wir verwenden als "kleine Beweise":

* Losungen, deren Zahlenwerte wie im 0.g. Theorem beschrankt
sind

« Zahlenwerte sind exponentiell in der GréBe von G, also ist deren
binare Reprasentation nur polynomiell gro3

(log(2™) ist polynomiell!)
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Die Klasse NP

Es gibt viele tausend solcher Probleme

NB: nicht alle entscheidbaren Probleme sind von dieser Art

z.B.: gegeben zwei regulare Ausdricke a1, as, die zusatzlich zu -, U, -*
auch N benutzen diirfen, entscheide ob L(a;) = L(as) (Aquivalenzproblem)

Ist entscheidbar aber alle méglichen Beweise exponentiell gro3

Wir setzen:

"einfach zu verifizieren": in polynomieller Zeit

"kurzer Beweis": Lange des Beweises polynomiell in Lange der Instanz

Daraus ergibt sich die Definition der Klasse NP.
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Die Klasse NP |

Sei L C ¥*. Relation R C ¥* x I'* ist Beweissystem flir L wenn

e (w,b) € Rimpliziert w € L und (Korrektheit)

e w € L impliziert (w,b) € Rflreinb e I'* (Vollstandigkeit)
so ein b heil3t Beweis oder Zeuge flr w

R ist polynomiell wenn
e es gibt Polynom p so dass |b| < p(|w|) far alle (w,b) € R

e R c P (also: gegeben w € ¥* und b € I'* kann DTM in polynomieller
Zeit entscheiden, ob (w, b) € R)

NP ist Klasse aller Probleme L, flr die es polynomielles Beweissystem gibt.
o

Die Beispiele haben gezeigt:
CLIQUE, SEQ, IPROG sind in NP.
@ Universitat Bremen
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P vs NP

P C NP C ExpTime, wobei ExpTime := |_J DTIME(2°(™)).

i>1

Sehr unbefriedigend:

FUr viele wichtige Probleme in NP (z.B. CLIQUE, SEQ, IPROG)
ist unbekannt, ob sie in P (also effizient I6sbar) sind!

Es ist sogar unbekannt, ob P=NP

(oder ob P=ExpTime oder ob alle drei Klassen verschieden)
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P vs NP

Intuitive Formulierung der P vs NP Frage:

Ist das Finden eines Beweises schwieriger als das Uberpriifen?

Unsere Intuition sagt "Ja", also P # NP!

In der Tat glaubt eigentlich niemand, das P = NP, aber ein Beweis
konnte seit 50 Jahren nicht geflhrt werden!

Die P=NP Frage:
* ist eines der wichtigsten offenen Probleme der Informatik

 Lésung wird vom Clay Mathematics Institute mit US$1.000.000
belohnt (Millenium Prize)
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P vs NP

Konsequenzen eines Beweises von

e P = NP: dramatisch. Tausende bisher als sehr schwierig
eingestufter Probleme waren dann effizient losbar
(z.B. CLIQUE, SEQ, IPROG)

e P £ NP: weniger dramatisch, aber wichtig zu wissen
moglicherweise interessante Konsequenzen in der
Kryptographie
(dort: schwierige Probleme nitzlich statt argerlich)
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Die Klasse NP

Die Klasse NP hat viele aquivalente Charakterisierungen:

* polynomielle Beweissysteme

* nicht-deterministische Turingmaschinen

« existentielle Logik zweiter Stufe (Fagins Theorem)
* randomisierte Beweissysteme (PCP Theorem)

* etc.
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Nicht-deterministische TMs

Nicht-deterministische Turingmaschinen (kurz: NTMs) generalisieren DTMs:

e Statt Ubergangsfunktion § haben sie Ubergangsrelation

A C(Q\{¢accs @rej}) xI'x Q@ xI' x {L,R,N}
e (q,a,q',a’, L) heil3t: wenn M in ¢ ist und a liest, so kann sie nach ¢’
gehen, o’ schreiben und sich nach links bewegen
e Relation: NTM hat u.U. mehrere Moglichkeiten fr nachsten Schritt
e Konfigurationen / Berechnungen definiert wie fur DTMs
e Es qibt jetzt mehrere Berechnungen auf derselben Eingabe

e NTM akzeptiert Eingabe w wenn mind. eine Berechnung
auf w akzeptierend ®

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Nicht-deterministische TMs

NTMs
e entsprechen keinem real existierenden Rechner

¢ sind relevant wegen Ihres Zusammenhanges zu NP und
anderen Komplexitatsklassen (gleich mehr)

e versteht man am besten uber die Metapher des "Ratens":
e NTM kann nicht-det. Wort w auf Band schreiben ("raten”)
e Akzeptiert wird nur, wenn w so ist “wie gewtnscht”

e Da Akzeptanzbedingung von NTMs existentiell quantifiziert
ist (“es gibt akzept. Berechnung”), ist folgende Vorstellung
moglich: TM rat “richtig” wenn tGberhaupt moglich

e Achtung: NTM kann nur etwas raten, dessen (Maximal)-
Grol3e beschrankt ist.

Dadurch kann man NTM als DTM mit zuséatzlicher Ratefunktion verstehen!

|@Jl Universitat Bremen 21




Nicht-deterministische TMs

Definition NTIME

FOr NTM M und w € ¥* schreiben wir
timey (w) =n
wenn alle Berechnungen von M auf w hochstens n Schritte umfassen.

Sei ¢t : N — N monoton wachsende Funktion mit ¢(n) > n.
M ist t-zeitbeschrankt wenn time,, (w) < t(n) fir alle w der Lange n

Zeitkomplexitatsklasse NTIME(¢) ist definiert als Menge der Probleme

{L C ¥* | es existiert O(t)-zeitbeschrankte NTM M mit L(M) = L}

Theorem (NTM Charakterisierung von NP)

NP := | J NTIME(n)

i>1

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Nicht-deterministische TMs

Klassischerweise ist diese Charakterisierung sogar die eigentliche
Definition von NP

(aber nicht-deterministische Maschinen sind nicht sehr natirlich)

Konsequenzen der Charakterisierung:
NP kann als das Aquivalent von P fir NTMs angesehen werden
* Die P vs NP Frage ist dann:

Kann eine nicht-deterministische Maschine in polynomieller Zeit
mehr erreichen als eine deterministische Maschine?

@ Universitat Bremen
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NP-Harte

Da es bisher nicht gelungen ist, zu zeigen, dass Probleme wie
CLIQUE, SEQ, IPROG nicht in P sind, behilft man sich wie folgt:

Anstelle von absoluten Resultaten
(z.B. "Problem XYZ ist nicht in P")

betrachten wir relative Resultate
(z.B. "CLIQUE und SEQ sind gleich schwierig,
also CLIQUE in P gdw SEQ in P").

Besonders starke Indikation dafur, dass Problem L nicht in P ist:
1. L ist "mindestens so schwierig" wie alle anderen Probleme in NP

2. daraus folgt, dass L nur in P ist wenn P=NP (also unwahrscheinlich!)

Formalisierung von 1.: Begriff der NP-Harte, definiert Gber Reduktionen
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Reduktionen

Reduktionen sind sehr wichtig in der Komplexitatstheorie:

 zentrales Werkzeug zum Vergleich verschiedener Probleme,
nicht nur im Kontext von NP (spater mehr)

* existieren in zahllosen Variationen (flr verschiedene Zwecke)

Definition (Polynomielle) Reduktion
Sei L C ¥*, L' CT'*. Eine (Karp) Reduktion von L auf L’ ist
berechenbare Funktion f : ¥* — I'* so dass

w e L gdw. f(w) € L' fur alle w € X*.

f heisst polynomiell wenn f in polynomieller Zeit berechenbar

Wenn Reduktion von L auf L’ existiert: wir sagen L ist reduzierbar
auf L’ und schreiben L < L'

Polynomielle Reduzierbarkeit analog mit Notation L <, L'.

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Reduktionen

Intuitiv: L <, L’ formalisiert “L’ ist mindestens so schwer wie L”

Denn: Algorithmus flr L’ kann mit nur polynomiellem Mehraufwand
zum Losen von L verwendet werden!

1. P ist abgeschlossen unter polynomiellen Reduktionen:
L' e Pund L <, L' impliziert L € P;

2. NP ist abgeschlossen unter polynomiellen Reduktionen:
L' e NPund L <, L' impliziert L € NP;

3. “Polynomiell reduzierbar” ist transitive Relation:
L4 Sp Lo und Lo Sp L3 Imp||Z|ert L4 Sp Ls.

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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NP-Harte

Definition NP-Harte, NP-Vollstandigkeit
Problem L ist

e NP-hart wenn L' <, L fur alle L' € NP;

e NP-vollstandig wenn L sowohl NP-hart als auch in NP.

Ein NP-hartes Problem ist also mindestens so schwer wie jedes
andere Problem in NP.

Beobachtung
Wenn L NP-hart und L € P, dann P = NP.

Solange das P = NP Problem ungelést ist, wird NP-harte als
"nicht effizient I6sbar" gewertet, denn:

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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NP-Harte

Aber: warum sollte es Uberhaupt ein Problem geben, dass mindestens
S0 schwierig ist wie jedes Problem in NP?

NP-vollstandige Probleme existieren.

|dee: definiere "universelles" Problem in NP, das alle Probleme
in NP "enthalt".

Noch Uberraschender: es gibt soger extrem viele und sehr naturliche
NP-vollstandige Probleme.

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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NP-Harte

Zwei Ansatze, NP-Harte von Problem L zu zeigen:

1. Zeigen, dass L' <, Lfuralle L’ € NP
Z.B. wie im vorigen Theorem: zeigen, dass das Wortproblem

jeder polynomiell zeitbeschrankten NTM reduziert werden kann.

2. Zeigen, dass L' <, L fur ein NP-hartes Problem L’

Wenn L NP-hartistund L <, L', dann ist L" NP-hart.

Ll_JJ Universitat Bremen
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SAT

Definition Formel, Wertzuweisung, Erflllbar

Sei AV unendlich abzahlbare Menge von Aussagenvariablen.
Menge der aussagenlogischen Formeln (kurz: AL-Formeln) ist
kleinste Menge so dass:

e jedes v € AV ist AL-Formel
e wenn ¢, v» AL-Formeln, so auch —p, o V1, o A ¢

Wertzuweisung (kurz: WZ) ist Abbildung 7 : AV — {0, 1}.
WZ 7 erfillt AL-Formel

e vwenn w(v) = 1;

e —p, wenn 7 nicht ¢ erflllt;

e © A Y wenn w sowohl ¢ als auch o erflllt;

e VY wenn m p oder 1 erflllt (oder beides).

AL-Formel ¢ ist erfullbar, wenn es WZ = gibt, die ¢ erfullt.

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Cook's Theorem

Problem SAT ist Menge aller erflllbaren AL-Formeln.

Theorem (Cook/Levin aka "Cooks Theorem")

SAT ist NP-vollstandig.

In NP: {(¢, ) | # WZ flr Variablen in ¢, die ¢ erfillt }
ist polynomielles Beweissystem

NP-Harte:

Zeigen, dass Wortproblem jeder poly-zeitbeschrankten NTM
polynomiell reduziert werden kann.

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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Cook's Theorem

Sei L € NP und M eine p(n)-zeitbeschrankte NTM mit L(M) = L.

Berechnung von M auf w = aq - - - a,_1 ist Matrix:

> | qo, ag aq a, | L 1

> b q, a1 a, | L 1

> b q.,b an | L L
0.p(n) +1

Ziel: gegeben w, finden von AL-Formel ¢,, so dass

1. o, erflllbar gdw. M akzeptiert w und

2. p, in Zeit polynomiell in |w| konstruiert werden kann
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Cook's Theorem

Reprasentation der Matrix mittels Variablen:

e B, ;+:zum Zeipunkt ¢ ist Zelle 7 mit a beschriftet;
(Nummerierung von Zellen und Zeitpunkten beginnt mit 0, nicht 1)

e I, ,: zum Zeitpunkt ¢ ist der Kopf tUber Zelle i;
e Z,+:zum Zeitpunkt t ist ¢ der aktuelle Zustand

farallet <p(n)+1,i<p(n),ael, g€ Q. ®

Gesuchte Formel ¢,, ist Konjunktion folgender Formeln:

Berechnung beginnt mit Startkonfiguration fir w = aq - - - a.,:

Yini := Zgy,0 N Ko,0 N B> 0,0 A /\ Ba,io N /\ B io.
1<i<n n<i<p(n)

@ Universitat Bremen
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Cook's Theorem

SeiR(i)=i+1, N(i)=14, L(i{)=i—1wenni>1, L(0)=0.
Schritte folgen der Ubergangsrelation:

¢move = /\ ( (Zq,t A Ki,t A Ba,i,t) —
t<p(n),QGQ\{QaCUQrej}7a€rai§p(n)+1

\/ (Zg' 141 N Kpi(iy,e41 A Barjineyt) )

(g,a,q",a’ ,M)eA,M(i)<p(n)+1

Zellen ohne Kopf andern sich nicht:

Vkeep = /\ ( K+ N\ By it — Ba,i,t—l—l)
t<p(n),i<p(n)+1,a€l

Eingabe wird akzeptiert:

Vace := \/ (ancc,t N /\ ﬁquejat')

t<p(n) <t

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Cook's Theorem

Bandbeschriftung, Kopfposition, Zustand sind eindeutig und definiert:

77Daux ‘= /\ _‘(Zq,t A Zq’,t) A /\ _'(Ba,i,t A Ba’,i,t) A /\ _'(Ki,t A Kj,t)

t,q,9" ,q#q’ t,i,a,a’ ,a#a’ t,%,7,17#]

A Venr AV Ken A VT

t<p(n) t<p(n)i<p(n)+1 t<p(n),i<p(n)+1

Wir setzen nun
Pw = Yini A Ymove N 77Dkeep A Yace N Yaux-

Leicht zu sehen: ¢ hat Lange O(n?), kann in Zeit O(n?) generiert werden.

@, erfulloar gdw. M akzeptiert w ' °
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SAT

SAT ist also NP-vollstédndig und damit nicht effizient I6sbar, es sei denn P=NP

Trotzdem gibt es sehr effiziente SAT Solver:
* verfugen Uber sehr gute Heuristiken

* |6sen Probleme aus der Praxis mit vielen Millionen Variablen
in wenigen Sekunden

 werden via Reduktionen auch zum Losen anderen Probleme in NP
verwendet

Typische P-Probleme kbnnen aber noch schneller (und robuster)
geldst werden

'Ll_JJl Universitat Bremen 38




Kapitel 3

@ Universitat Bremen

Weitere NP-vollstandige Problem

39




3SAT

Fur NP-Harte eines Problems L:
es reicht, zu zeigen, dass SAT <, L

Oft ist es jedoch bequemer, nur Formeln in bestimmter Form zu betrachten.

Definition 3SAT

Literal ist Aussagenvariable oder deren Negation.
Klausel ist Disjunktion von Literalen

Formel in Klauselform ist Konjunktion von Klauseln
3-Klausel ist Klausel mit genau 3 Literalen
3-Formel ist Konjunktion von 3-Klauseln

3SAT ist die Menge aller erflllbaren 3-Formeln.

3SAT ist offensichtlich in NP, da SAT in NP!
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Einschub: NNF

Definition NNF

AL-Formel ¢ ist in Negations-Normalform (NNF) wenn Negation in ¢
nur direkt vor Variablen vorkommt (nicht vor zusammengesetzten Formeln!)

Zwei AL-Formeln ¢ und ¢ sind aquivalent wenn fir alle WZ = qilt:
7 erflllt ¢ gdw. 7 erfallt

Jede AL-Formel kann in polynomieller Zeit in aquivalente Formel
in NNF gewandelt werden.

Erschopfendes Anwenden folgender Regeln:
e -—p — ¢ (doppelte Negation)
e (VYY) — —~pA—¢ (de Morgan)
e ~(pAY) — —pV Y (de Morgan)
(U)) universitat Bremen
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3SAT

3SAT ist NP-vollstandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von SAT

Gegeben AL-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit 3-Formel v
so dass o erfullbar gdw. v erfallbar.

|dee:
e zuerst wandeln wir o in NNF
e flihre Aussagenvariable fir jede Teilformel von ¢ ein
e beschreibe das Verhalten von Teilformeln in AL
e Konvertiere entstehende Formel in 3-Formel

e Resultierende Formel ist nicht aquivalent, aber aqui-erftllbar

Ll_JJ Universitat Bremen
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CLIQUE

CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Graph G
und wahle £ > 1 so dass ¢ erfillbar gdw. G k-Clique enthalt.

Zwei Literale ¢ und ¢ sind komplementar gdw. sie dieselbe Variable
enthalten, ein Literal positiv ist und eines negativ

|dee:

e G hat Knoten fir jedes Vorkommen eines Literals in ¢

e Kante zwischen zwei Literalen gdw. sie in unter-
schiedlichen Klauseln vorkommen und nicht komplementar sind

e Als k wahle Anzahl der Klauseln

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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3-Farbbarkeit

Viele Probleme auf Graphen sind NP-Vollstandig, siehe VL
“Algorithmen auf Graphen” von H-J Kreowski

Wir betrachten ein weiteres Beispiel

Definition 3-Farbbarkeit

Ungerichteter Graph G = (V, E) ist 3-farbbar gdw. es Abbildung
f:V—-A{R,G,B}

gibt, so dass {v,v'} € E impliziert f(v) # f(v') (3-Farbung).
3F ist die Menge aller Graphen G, die 3-farbbar sind.

Leicht zu sehen: 3F € NP

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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3-Farbbarkeit

3F ist NP-vollstandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Graph G
so dass o erflllbar gdw. G 3-farbbar

|dee:
e fUhre einen Knoten flr jedes Literal ein
e verwende die Farben “wahr”, “falsch” und “hilf”

e verbinde die Literale mit Kanten, um konsistent WZ
ZU erzwingen

e verwende Teilgraphen, um Erfllltsein jeder Klausel zu erzwingen

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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NP-Vollstandigkeit

Nicht nur in der Logik und Graphentheorie, sondern in vielen Bereichen
der Informatik gibt es NP-vollstandige Probleme.

1972 veroffentlichte Richard Karp in einem berihmten Aufsatz 21 solche
(und sehr verschiedene) Probleme

Im Buch "Computers and Intractability" von Garey und Johnson finden
sich ca 300 NP-vollstandige Probeme, insgesamt gibt es tausende!

Wir betrachten zwei weitere Beispiele:
* Integer Programming

* Sequenzierung

l@l Universitat Bremen
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IPROG

Zur Erinnerung:

Definition Integer Programming

Sei V eine Menge von Variablen und G eine Menge von linearen
Gleichungen

CL T1+ - +Ch Ty =0«
mitxy,...,z, €V,c1,...,c, € N.und o € V UN.
Lésung fur G ist Abbildung 7 : V' — N, so dass alle
Gleichungen in G erfillt sind.

IPROG ist Menge aller Gleichungssysteme G, fur die LOosung existiert

.

Ll_JJ Universitat Bremen
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Integer Programming

IPROG ist NP-vollstandig.

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Gleichungs-
system G so dass ¢ erflillbar gdw. G Losung hat.

|dee:
e \erwende fur jedes Literal eine numerische Variable

e Gleichung stellt sicher, dass diese Variablen konsistente
Werte aus dem Bereich {0, 1} erhalten

e Zusaizliche Gleichungen und numerische “Auffang-

variablen” stellen sicher, dass jede Klausel wahres Literal enthalt
®
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Sequenzierung ist NP-Vollstandig

Zur Erinnerung:

Definition (Single-Prozessor) Sequenzierung
Sei A eine Menge von Aufgaben, die durch < partiell geordnet ist und
d : A — IN Funktion, die Deadlines beschreibt.

Sequenzierung fir A mit k € N Verspatungen ist injektive Abbildung
7:A—{0,...,|]A| — 1} so dass

1. a < o’ impliziert 7(a) < 7(d’);

2. fur hochstens k Aufgaben a € A qilt 7(a) > d(a).

Sequenzierung ist NP-vollstandig.

Enthaltensein in NP schon gezeigt.

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Sequenzierung ist NP-Vollstandig

Hartebeweis durch Reduktion des Cliquenproblems:

Gegeben Graph G und Cliquengrof3e ¢, konstruiere in polynomieller Zeit
Menge von Aufgaben A mit assoziiertem d und < und Verspatungszahl k
so dass G eine ¢-Clique hat gdw. es Sequenzierung fur A mit k Ver-
spatungen gibt.

|dee:

e verwende sowohl Knoten als auch Kanten als Aufgaben

e bestimme “globale” deadline, vor der alle nicht verspateten Kanten
sequenziert werden missen

e erzwinge mittels <, dass alle Kanten nach ihren Endpunkten
sequenziert werden

e wahle globale Deadline und Anzahl Verspatungen so, dass nur die
Knoten und Kanten einer Clique vor die deadline "passen” O
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NP Vollstandigkeit

NP-vollstandige Probleme sind tberall:

e Minesweeper. Gegeben den momentanen Stand eines Minesweeper
Spieles (mit Brett beliebiger GroR3e), ist an einer bestimmten
(verdeckten) Stelle mit Sicherheit eine Mine versteckt?

e Sudoku. Gegeben ein partiell gelostes Sudoku, kann es zu einem
vollstandig gelOsten erweitert werden?

e Bundesliga. Gegeben den momentanen Punktestand der Bundesliga
(mit beliebig vielen Manschaften), kann eine bestimmte Manschaft
noch Meister werden?

e ctc.

@ Universitat Bremen
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Reflektion zu NP-Harte
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Kombinatorik

NP-harte Probleme sind oft "kombinatorisch", wie logische Puzzles

z.B. 3SAT:

(’Ul V UQ)
N\ (_I’Ul V vy V ’U3
N\ (_I’Ul V =9 V ’03

N (_I’Ul V _lvg

Ll_JJ Universitat Bremen

KI.1 KI.1
V1 = 1 Vo = 1
/ \ KI.3
vg = 1 vy =1 v =0
Kl.4
KI.3
V3 =
Kl.4
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Kombinatorik

In einer solchen Situation sollte man versuchen, parallel

* NP-Harte zu zeigen

* einen polynomiellen Algorithmus zu finden

Denn: nicht alle "kombinatorisch aussehenden" Probleme

sind auch wirklich NP-hart!!

KI.1
z.B. 2SAT:

V1 = 1
(’Ul V ’02)
A (—v1 V v3) KI.2
A (_"Ug V —lU4)
A (—v1 V vg) vy =1

KI.3
va =0 K4

@ Universitat Bremen

KI.1
vy =1
KI.2
vy =0
KI.3
vy =0
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2SAT

Andere Sicht auf 2-Klauseln und 3-Klauseln:
e 2-Klausel (¢; V ¢3) entspricht Implikationen —¢; — /5 und —¢y — £4;
e 3-Klausel (¢; Vv ¢35 V ¢3) entspricht Implikationen

_lfl — 62 vV 63 _|€1 N\ _|€2 — 63
_|£2 — 61 V 63 _|€1 N\ _|€3 — EQ
_|£3 — 61 V 62 _lfz N\ _|€3 — El

Die Disjunktion im Kopf erfordert Auswahl!

2SAT istin P.

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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2SAT

Beweisskizze:

Sei ¢ 2-Formel mit Variablen v, ..., vy

Betrachte ¢ als Menge von Implikationen:
Klausel (¢ v ¢") wird zu (=4 — ¢') und (—=¢' — ¢)

Konstruiere gerichteten Graph G, = (V,,, E,) mit

—_— VSO:{/Ula°°‘7vk7_|vl7°°°7_lvk}
B = {00 (- e g)

@ ist unerfullbar gdw. es Variable v gibt so dass

1. —vistin G, von v aus erreichbar und
2. vistin G, von —w aus erreichbar. ®

Der Graph kann in Polyzeit konstruiert werden und poly viele
Erreichbarkeitsprobleme konnen in Polyzeit gelost werden.
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Bipartites Matching

Weiteres Beispiel fur ein nur auf den ersten Blick schwieriges Problem

Definition Bipartiter Graph

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist bipartit wenn V' in zwei
Mengen V; und V; partitioniert ist und {v, v’} € E impliziert
dass (i) v € V3, und v’ € V5 oder (i) v' € V4 und v € V5.

4
Definition Matching

Matching far Bipartiten Graphen G = (V, F) ist Teilmenge M C E
so dass es fur jeden Knoten v € V hochstens eine Kante K € E
gibt mit v € K.

\.
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Bipartites Matching

Meist interessiert man sich fir Matchings mit maximaler Kardinalitat
(Optimierungsproblem!)

Z.B. Zuordnung Maschinen - gleichzeitig auszufihrende Aufgaben
("Heirats-Problem") ®

Problem MATCH: Paare (G, k) mit GG bipartiter Graph und £ > 0,
so dass es Matching M fir G gibt mit |M| > k.

"Hochstens eine Kante" sieht nach Auswahl (und Kombinatorik) aus

Dennoch:

MATCH istin P i

Beweis: siehe Standardlehrbucher zu Algorithmen

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Einige weitere Themen rund um P und NP:
 Starke NP-Vollstandigkeit

* Probleme, die weder NP-hart noch in P sind
* Isomorphie von NP-Problemen

* Komplemente und co-NP
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Starke NP-Vollstandigkeit
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Starke NP-Vollstandigkeit

Viele natlrliche Probleme erhalten Zahlen als Eingabe:

z.B. CLIQUE und SEQ

Bei bisher betrachteten Problemen ist Zahlenwert beschrankt durch
GroBe der restlichen Eingabe:

* CLIQUE: CliqguengrtB3e beschrankt durch GréBe des Graphen

« SEQ: Anzahl Verspatungen und Deadlines beschrankt durch
Anzahl Aufgaben

Das ist aber nicht immer so!

l@l Universitat Bremen
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Rucksackproblem

* es soll Rucksack mit gegebener Kapazitat gepackt werden
* es gibt eine Menge von zu packenden Gegenstanden mit
unterschiedlichem Wert und Gewicht

* man méchte Gegenstande von maximalem Gesamtwert mithnehmen

Definition Rucksackproblem

Sei M = {ay,...,ar} eine Menge von Gegenstdnden, wobei
Gegenstand a; Gewicht g; hat und Nutzen n;.
Sei G > 0 eine Gewichtsgrenze und N ein intendierter Nutzen.

Losung far Rucksackproblem (M, G, N) ist Teilmenge R C M so dass

1. ZaieRgiSGund
2. ZcuéR n; 2 N.
RP ist die Menge aller Instanzen (M, G, N), fur die Losung existiert.

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Rucksackproblem

RP ist NP-Vollstandig i

Beweis Harte: polynomielle Reduktion von 3SAT

Gegeben 3-Formel ¢, konstruiere in polynomieller Zeit Rucksack-
problem (M, G, N) so dass ¢ erflllbar gdw. (M, G, N) Losung hat.

|dee:

e Verwende fur jede Variable v; zwei Gegenstande a; und @;

e Ist v; wahr ist, ist a; im Rucksack aber @; nicht

Ist v; falsch, so ist es genau andersherum

e Fir jede Aufgabe a; ist Gewicht g; gleich Nutzen n; und G = N

e Zusatzlich werden Gegenstande b; und ¢; fur jede Klausel benotigt @

‘Ll_JJl Universitat Bremen

63




Starke NP-Vollstandigkeit

Werte von GG, N und der g;, n; nicht durch andere Eingaben beschrankt

(RP ist ein sog. Problem auf groBen Zahlen)
Beobachtung:
In Reduktion 3SAT <, RP werden wirklich gro3e Werte konstruiert:

G, N > 10++*

Naturliche Frage: ist RP fur "kleine" Werte immernoch NP-hart?

Definition Stark NP-vollstédndig

Ein Problem L auf gro3en Zahlen heisst stark NP-vollstandig wenn

es ein Polynom p gibt, so dass L auf Eingaben, deren Zahlenwerte bei
Eingabelange n durch p(n) beschrankt sind, NP-vollstandig ist.

Wenn ein Problem NP-vollstandig ist aber nicht stark NP-vollstandig,
dann kann es fur manche Anwendungen immernoch effizient I6sbar sein!

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Starke NP-Vollstandigkeit

Wenn P = NP, dann ist NP-Vollstandigkeit = starke NP-Vollstandigkeit

Wenn P = NP, dann ist RP nicht stark NP-Vollstandig. i

|dee:

e Wir nehmen polynomielle Schranke flir Gewichtsgrenze G an

e Wir zeigen: wenn G polynomiell beschrankt, dann ist RP in P

e Ansatz: dynamisches Programmieren

e Verwende Teilprobleme RP(k,¢9), 1 <k <n,0<g<d(
wo nur die ersten k£ Gegenstande verwendet werden
und die Gewichtsgrenze g ist.

‘Ll_JJl Universitat Bremen

65




Starke NP-Vollstandigkeit

Einen Algorithmus wie diesen nennt man pseudopolynomiell

Starke NP-Vollstandigkeit beweist man durch Reduktion eines
NP-harten Problems unter Verwendung von kleinen Zahlen!

Beispiele fur stark NP-Vollstandige Probleme:

* Travelling Salesman (TSP),
siehe VL "Algorithmen auf Graphen" von Hans-Jérg Kreowski

 3-Partition
siehe Garey & Johnson

* etc.

'@l Universitat Bremen
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NP Intermediate

Die Resultate mégen den Eindruck vermitteln, dass wenn P £ NP ist,
dann flr jedes Problem L € NP \ P gilt: L ist NP-vollstandig.

Dieser Eindruck ist nicht korrekt!

Definiere Komplexitatsklasse NPI (NP-Intermediate):
Menge aller Probleme L € NP \ P, die nicht NP-vollstandig sind.

Ladner's Theorem

Wenn P # NP, dann NPI # (.

Sogar:
Wenn P # NP, dann gibt es unendliche Folge L1, Lo, ... in NPI
so dass fur allei > 1 gllt Li—l—l Sp L;und L; ﬁp Li—l—l-

y ®

Zeigt, dass NP-Vollstandigkeit auch noch wichtiges Konzept ist wenn P = NP!
@ Universitat Bremen
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NP Intermediate

Im Beweis von Ladner's Theorem wird "unnaturliches" Problem konstruiert:

Starte mit SAT, lasse genug "Ja"-Instanzen weg so dass

* jede mogliche polynomielle Reduktion von SAT auf das resultierende
Problem fehlschlagt

* jeder mogliche polynomielle Algorithmus far das resultierende Problem
fehlschlagt.

Bisher konnte kein naturliches Problem in NPI identifiziert werden
(nicht mal unter der Annahme P = NP)

Kandidaten:

e Graph Isomorphismus. Gegeben ungerichtete Graphen G+, G,
kann man die Knoten in G5 umbenennen so dass G = G5?

e Integer Faktorisierung. Gegeben i, j € N, hat i einen Faktor
kleiner als j7?

l@l Universitat Bremen
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Isomorphievermutung

NP-vollstandige Probleme scheinen sich alle ahnlich zu sein.

Beobachtung
Wenn L, L’ NP-vollstandig, dann L <, L und L' <,, L.

Die Reduktionen sind aber nicht unbedingt strukturerhaltend: o

e Injektivitat nicht gewahrleistet
z.B. 3SAT <, CLIQUE: konsistentes Austauschen von Variablen
andert konstruierten Graph/Cliquenzahl nicht.

e Surjektivitat nicht gewahrleistet
z.B. 3SAT <, 3F: nur Graphen mit bestimmter Struktur konstruiert

e Reduktionen L <, L' und L’ <,, L sind unabhangig voneinander

Wie ahnlich sind NP-vollstdndige Probleme genau?

'Ll_JJl Universitat Bremen
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Isomorphievermutung

Wir
« fordern Injektivitat und Surjektivitat

* verschmelzen die zwei unabhangigen Reduktionen zu einer
bidirektionalen

Definition p-lIsomorphismus

Polynomielle Reduktion f : ¥* — I'* von L’ auf L ist
p-Isomorphismus wenn

e f Bijektion ist (also injektiv und surjektiv)
e nicht nur f, sondern auch f~1! in Polyzeit berechenbar ist.

Existiert so ein f sind L’ und L p-isomorph.

Leicht zu sehen: f~! ist Polyzeit-Reduktion von L auf L’

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Isomorphievermutung

Vermutung (Berman/Hartmanis)

Alle NP-vollstandigen Probleme sind paarweise p-isomorph.

Intuitiv sagt diese Vermutung: alle NP-vollstandigen Probleme
sind dasselbe Problem, in unterschiedlicher "Verkleidung"

Sollte die Vermutung wahr sein, so ist sie nicht leicht zu beweisen:

Wenn alle NP-vollstandigen Probleme paarweise p-isomorph sind,
dann P £ NP.

Alle bekannten NP-vollstandigen Probleme sind jedoch paarweise
p-isomorph

|Ll_JJ| Universitat Bremen
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Isomorphievermutung

Grundlage fur injektive + umkehrbare Reduktionen: Padding Funktionen

|ldee: Kodiere Eingabewort in die von der Reduktion berechnete Instanz

Definition Padding Funktion

Sei L C ¥*. Funktion pad : (X x I") — X* ist Padding Funktion fir L wenn:
1. pad(z,y) kann in Zeit poly(|z| + |y|) berechnet werden
2. furalle z,y € ¥*: pad(x,y) € Lgdw. x € L

3. furalle z,y € *: |pad(z, y)| > |z| + |y

4. Gegeben pad(zx,y) kann y in Polyzeit berechnet werden

Wenn L’ <, L und es eine Padding Funktion fiir L gibt, dann gibt es
injektive Reduktion f von L’ auf L mit f~! berechenbar in Polyzeit.
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Isomorphievermutung

Die Reduktion aus vorigem Theorem ist fast p-Isomorphismus:
¢ injektiv und Umkehrung berechenbar in Polyzeit

e aber nicht unbedingt surjektiv

Um Surjektivitat zu erreichen kombiniert man
e eine solche Reduktion f von L’ nach L und

e ¢! fir eine solche Reduktion g von L nach L’

Wenn L C ¥* und L’ C I'* NP-vollstandig und es Padding Funktionen
far L und L’ gibt, dann sind L und L’ p-lsomorph.

Beweis: Papadimitriou

‘Ll_JJl Universitat Bremen
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Motivation

Subtile Frage:

Sei 3F die Menge aller nicht 3-farbbaren ungerichteten Graphen.
In welcher Komplexitatsklasse ist 3F?

Um in NP zu sein, musste es polynomielles Beweissystem geben.

Aber was ist polynomieller Beweis daflr, dass Graph nicht 3-farbbar?

Z.B. Menge aller Farbungen mit 3 Farben; exponentiell viele!

Es ist nicht bekannt, ob es flr 3F polynomielles Beweissystem gibt!
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Komplement

Definition Komplement

Sei L C ¥* Problem. Das Komplement von L ist L := ¥* \ L.

Komplexitatsklasse C ist abgeschlossen unter Komplement wenn:

L € Cimpliziert L € C

Z.B.3F
SAT ist die Menge aller unerflllbaren AL-Formeln

CLIQUE ist die Menge aller Paare (G, k) so dass G keine k-Clique hat

Deterministische Zeitkomplexitatsklassen wie DTIME( f) und P sind
abgeschlossen unter Komplement.

Also z.B. GAP € P und 2SAT € P
@ Universitat Bremen
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Komplement

Dieses Argument schlagt fehl fur nicht-deterministische TMs,

funktioniert also nicht fur die alternative Charakterisierung von NP!

Definition Komplementklassen

Wenn C Komplexitatsklasse, dann co-C := {L | L € C}.

Wegen P=co-P wird co-P nicht betrachtet, co-NP aber sehr wohl!

Z.B. 3F, SAT, CLIQUE € co-NP nach Definition.

Definition Gultigkeit in Aussagenlogik

AL-Formel ¢ ist gultig gdw. jede WZ ¢ erflllt

Gultigkeit ist in co-NP. I
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Vollstandigkeit

Harte und Vollstandigkeit sind definiert wie fur NP:

Definition co-NP-Harte, co-NP-Vollstandigkeit
Problem L ist

e co-NP-hart wenn L' <, L fur alle L' € co-NP;

e co-NP-vollstandig wenn L co-NP-hart und in co-NP.

v

L ist NP-hart gdw. L co-NP-hart. l °

3F, SAT, CLIQUE, etc sind also co-NP-vollstandig.

Gultigkeit ist co-NP-vollstandig. I ®
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P vs NP vs co-NP

Leicht zusehen: P Cco-NP  _~— / \\ - - — - NP
Es wird vermutet, dass
1. NP # co-NP
2. NPnco-NP # P
@ ————— co-NP

Beide Vermutungen implizieren P £ NP
(aber nicht umgekehrt)

Wenn NP =# co-NP und L € NP n co-NP, dann ist L nicht NP-vollstandig. l

Es sind also alle Probleme in NP N co-NP in P oder NP-Intermediate!

Kandidat: Integer Faktorisierung ist in NP und co-NP
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